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Ilie vorliegende Arbeit verfolgt einen doppelten Zweck. 
Sie öoll den Anftlnger in die Theorie der Kugelfiinctionen, 
welciie gegenwärtig durch wichtige Werke über Physik und 
Ai^tronomie em Interesse auch für weitere Kreise eiiialten 
hat) ^nffthren^ und ihm als Lehrbuch dienen. Andrer- 
seits soll sie Demjenigen, welcher die Elemente bereits 
k^mt, eine systematische Darstellung der higher gehörigen 
Untersuchungen bis auf die neueste Zeit liefern, ihm eine 
Sammlung der Formeln geben, welche bei dem jetzigen 
Stande der Lehre als die wes^dläichsten angesehen werden 
müssen, und ihm die Quellen genau bezeichnen aus denen 
geschöpft wurde. 

Das Buch zerfällt in zwei Theile; der erste, die Theorie 
der Functionen, war bei der Darstellung vorzugsweise so 
zu bearbeiten, dass er auch wirklich als Einleitung in das 
Studium dienen kann. Um dem Leser eine Andeutung 
zu geben, wdche Abschnitte ihm die vorläufige Uebersicht 
erschweren könnten, wid ffap^e Kapitel und einzelne Par- 
ragraphoi mit einem ^Wk^M^ worden, auch wohl 
Thdle von Baragraphen,' Se^uTek dann zugleich in eckigen 
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Parenthesen befinden. Die Anmerkungen mag man gleich- 
falls vorläufig überspringen. Entweder der Gegenstand über 
welchen diese Stellen handeln, oder die Methode der Un- 
tersuchung lässt sie als nicht geeignet fiir das erste Stu- 
dium erscheinen. Wer zu den Anwendungen auf die Theorie 
der Anziehung und Wärme übergeht, bei denen eine solche 
Trennung oft Schwierigkeiten mit sich führte, wird selbst 
entdecken, bei welchen Punkten er auf früher übergan- 
gene Stellen zurückkommen muss. 

Von den zur Erleichterung des Nachschlagens über 
jede Seite gesetzten Zahlen zeigt die erste die Nummer 
des Paragraphen an, zu welchem der Schluss der Seite 
gehört, während die daneben befindliche in kleinerem 
Drucke sich auf die zuletzt numerirte Gleichung bezieht. 

Dem Geübteren giebt das ausführliche Inhaltsver- 
zeichniss die Stoffe an, welche hier vesrarbeitet , wurden ; 
die Citate beziehen sich auf das Werk in welchem der 
betreffende Gegenstand dem Verfasser zuerst entgegentrat, 
und nur dann sind auch spatere Arbeiten erwähnt worden, 
wenn sie der Sache eine wesentlich neue Seite abgewonnen 
haben. Wird dieselbe Arbeit an verschiedenen Orten an- 
geführt, so ist nur das erste Mal der Titel vollständig an- 
gegeben. Gesammelt sind Legendre's Untersuchungen 
über die Kugelfunctionen in den Exercices und in dem 
Trait^ des fonctions elliptiques, die von Laplace in der 
M^canique c^l^ste Tome II, Livre III; Tome V, Livre XI 
imd im Supplement au 5® volume. 

Jacobi im 2**" und 26'**^ Dirichlet im 17**» Bande 
des Grelle 'sehen Journals bezeichnen Legendre als 
Denjenigen, welcher die Kugelfunctionen einführte und 
den Anstoss zu Laplace's tiefsinnigen Uatersachujigen 



über diese Functionen mit zusammengesetztem Argumente 
gab. Nur scheinbar widersprechen die Daten der Arbeiten 
von Laplace und Legendre dieser Darstellung des 
Sachverhaltes. Die Abhandlung in welcher Laplace seine 
Untersuchungen mittheilt*) befindet sich nämlich in den 
Memoiren der Pariser Akademie aus dem Jahre 1782 
(gedruckt 1785); erst in der Geschichte der Akademie vom 
Jahre 1783, S. 28 (gedruckt 1786) wird unter denM^moires 
approuv^s par TAcad^mie, en 1783, et destin^ par eile k 
etre imprimds dans le ßecueil des Savans - Etrangers die 
erste Arbeit von Legendre über diese Functionen**) ge- 
nannt, welche uns im 10*^" Bande jener Sammlung (ge- 
druckt 1785) aufbewahrt ist. Daraus dass Legendre hier 
erwähnt, er führe das Potential in Folge einer Mittheilung 
von Laplace ein, lässt sich nicht schliessen, das Manu- 
script habe der Akademie erst vorgelegen, nachdem in den 
Memoiren von 1782 auf das Potential durch Laplace 
selbst aufinerksam gemacht war; die oben erwähnte Ent- 
scheidung der beiden deutschen Gelehrten erweist sich als 
die richtige durch eine Notiz von Legendre in den Me- 
moiren von 1784, S. 370 ***) welche er seinen Eecherches 
sur la figure des planstes hinzufügte, in denen er die 

*) Theorie des attractions des Sph^ro'ides et de la figure des Planstes. 

**) Sar Tattraction des Sphdroi'des. Die Pariser Akademie gab im .Yorigen 
Jahrhundert in einem , höchstens zwei Bänden vereinigt jährlich ihre ^Geschichte 
und die Abhandlungen ihrer Mitglieder über Mathematik und Physik heraus. 
Ausserdem veröffentlichte sie, nicht in festbestimmten Zeiträumen sondern nach 
Massgabe des angesammelten Stoffes die sogenannten Savans dtrangers, Arbeiten 
welche von Gelehrten, die nicht dieser Gesellschaft angehörten, ihr vorgelegt waren. 

***) La proposition qui fait Tobjet de ce Memoire, etant ddmontr^e d*une 
maniere beaucoup plus savante et plus gdn^rale dans un Memoire que M. de la 
Place a ddjk publik dans le volume de 1782, je dois faire observer que la data 
de mon Memoire est antdrieure, et que la proposition qui paroit ici, teile qa*elle 
& ^t^ lue cn juin et juillet 1784, a donn^ lieu ä M. de la Place, d'approfondir 
cette mati^re, et d^en präsenter aux Gdombtres, une thdorie compl^te. 
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früheren Untersuchungen weiter verfolgt. Der Satz, auf 
welchen sich jene Bemerkung bezieht, dessen Beweis in 
der Abhandlung geliefert wird, besteht darin, dass das 
Rotationsellipsoid unter den dortigen Annahmen die einzig 
mögliche Gestalt fllr das Gleichgewicht der Planeten sei. 
Auf diesen Sachverhalt wird man bei den nachfolgen- 
den Citaten achten müssen, und die Arbeiten von Legendre 
in den Savans ^trangers und in den Memoiren von 1784 
als die früheren, die Abhandlung von Laplace in den 
Memoiren von 1782 als diö spätere anzusehen haben. 
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filnleltniii^. 

Die Einfährung der Kugelfunctionen. 



Wi 



§. 1. ff irken auf einen Punkt mehrere andere materielle 
Punkte P, , P, , Pj etc. mit den Massen |ii, , jw, , ^3 etc. nach dem 
Newton'schen Gesetze anziehend aus den Entfernungen OPi =Ä,, 
OP^ = Ä, , OP3 =• Ä, etc. , so ergiebt sich die gesammte Anziehung; 
welche erleidet^ aus der Summe*) 

Die Entwickelung der einzelnen Glieder dieses Ausdrucks führt 
auf jene Functionen, welche mit dem von Gauss gewählten Na- 
men „Kugelfunctionen^ bezeichnet werden. 

Es seien x, y, z die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes 0, 
femer x^, y^^ ä^ von Pj, etc.; die obige Summe besteht dann^ ab- 
gesehen von den Massen fA, aus Gliedern wie 

1 



T = 



|/(aj-a?,)'+(»-y,r+(»-Ä,)* 



*) Memoires de Mathdmatique et de Physiqne, tir^s des registres de TAcad^- 
mie royale des sciences. Annde 1782: Theorie des attractions des sph^roides et 
de la figure des planstes, par M. de la Place, no. lY p. 123. Legendre schreibt 
diesen Satz in den »Mdmoires de Math^matiqne et de Physique, pr^ent^s ä TAca- 
d^mie royale des sciences, par divers sayans, Tome X. Paria 1785* Laplace zn. 
M. TorgL daselbst Reoberches tur Tattraction des sph^ides bomog^nes p. 421, 
no. 14 die Worte: Mais on 7 parrient . . . ä Taide d*nn tb^ortoe qne M. de la 
Place a bien voula me commoniqner etc. 

1* 



4 £ i D 1 e i t tt n g. §.1. 

Führt man in 7 sogenannte Kugelcoordinaten ein^ d. h. setzt 

X = rcos x^ =r^ cosöj 

y = rBinO cos tp y^ ssr^ sin ^^ cos^^ 

z = rsindsint^ z^ = r^ sind, sin^|J^y 

wo r und r, positiv, 6 und 6^ zwischen und n, \p und xp^ zwi- 
schen und 2n genommen werden, so verwandelt es sich in 

■M. ""' y I ■ ■ . I ■ ■ I 

yr^ — 2rr, (cosöcosö, +sinÖ8inö, cos(t/^ — Vi)) + ''! 
und hier sind r und r, die geradlinigen Entfernungen dcfr Punkte 

und Pj vom Anfangspunkte A, während -=- gleich OP^ wird. 

Setzt man den Winkel OAP^ gleich y, so ist y mit 0, d^, tp und ^^ 
durch die Gleichung 

cos;^ = cosöcosö,+8inösinöjC08(i// — \p^) 
verbunden^ und man erhält 

T=— '- 

yr*— 2rr, cosy+rj 

Die Entwickelung, von der oben die Bede war, die sich bei 
Laplace*) und Legendre**) findet, besteht darin, dass man T 
nach aufsteigenden Potenzen der kleineren von den beiden Entfer- 
nungen r und r^ — sie sei r, — und nach absteigenden der grosse- 

r* 
ren r ordnet: der Coefficient von — W* der also nur von cosy ab- 

hängt, ist dann die n'^ Kugelfunetion, Wählt man als Functiops- 
seichen flir dieselbe mit Dirichlet ***) den Buchstaben P^*^^ oder 
P" wo eine Verwechselung mit Potenzen unmöglich ist, und filgt 
diesem das Argument cosy in Parenthese hinzu, so ist P"* durch 
die Gleichung 

nssA) ' 

definirt, und wird eine ganze Function n^^" Grades von cosy; ihren 
genauen Werth findet man unten §. 3. 



*) Memoire» de Math, et de Ph7s. Annde 1782 no. X p. 188. 

**) Bavans Strängen TomeX no. 10, p. 419. 

***) Grelle, Journal f. Math. Bd. XVII: Sur les B^ries dont le terme g^o^ral 
dopend de deux angles, et qul senrent k ezprimer des fonotioDS arbitraires entre 
des limites donn^es, S. 35, 



§.2 



Einleitang'. 



§. 2. Durch directes Differentiiren sieht man, dass T der par- 
tiellen Differentialgleichung 

QtJ. Qtrp Qtj, 

genügt; die sich, nach Einführung der Kugelcoordinaten, in 

1 <-^g) 



r'-W + 



+ 



1 d*7 



trn 



= 



dr* ' sinö dd ' sin'ö öv' 

verwandelt. Setzt man in diese für T die nach r absteigende Beihe 
ein, so entsteht auf der linken Seite eine neue, nach r absteigende 
Reihe, deren Summe verschwinden muss. Es verschwindet daher 
jedes Glied für sich, und P"(cos;') muss der Differentialgleichung 



(a) ... 






sin d dd 

genügen. Wird in den frühern Formeln ^^ = gesetzt, so redu- 
cirt sich cos;' auf cos(?, wird also von t^ unabhängig, ebenso 
P*(cosy), welches sich dann in P"(cosö) verwandelt, so dass P*(co8Ö) 
ein Integral der Gleichung 



ib) ... 



("»»i) 



+ n(n^l)P = 



sind dd 

ist, in welche nun (a) übergeht*). 

In dem ersten Theile wird P als Function von cosy betrach- 
tet werden, ohne Eücksieht auf die Zusammensetzung dieses Argu- 
ments aus 0y tpf 0^, p^, und in diesem Sinne wird gesagt, er handle 
über die Kugelfunctionen von einer Veränderlichen; im zweiten 
Theile tritt P als Fufietion der Veränderlichen auf, von denen cosy 
abhängig gen«|ht wird, und zwar zunächst von 0, tp, 0^ , ip^, 

*) Alle EntwickeluDgcn dieser Paragraphen finden sich bei Laplace in 
den Memoiren von 1782 S. 133 et seq. 





I. TheiL Erate? Kapitel. §. 3^ 2^ 
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!• Theil. 

Die Kugelfunctionen einer Veränderlichen. 



lr«te« Hapltel. 

Verschiedene Formen der Kugelfunction. 

§. 3. Nachdem die Art auseinandergesetzt ist, auf welche 
Laplace die Kugelfunctionen einführte, und wichtige Eigenschaf- 
ten derselben auffand, wobei man von den allgemeineren auf die 
specielleren hinabstieg, soll jetzt der umgekehrte Weg eingeschia- 
gen werden. 

Wenn a klein genug genommen wird, und x zunächst reell 
ist, so lässt sich die positive Grösse 

1 



T = 



nach aufsteigenden Potenzen von a in eine Reihe entwickeln, in 
welcher der Coefficient von a" mit P^"^(a;) bezeichnet werden soll. 
Man entwickelt dazu T nach dem binomischen Lehrsatze in die Reihe 

l+ya(2a:-a) + ^a*(2a:~a)*+etc,, 

und sammelt die Glieder, welche in eine bestimmte Potenz von a, 
z. B. a* multiplicirt sind. Dadurch ergiebt sich 

(1)... r = "iVp^"\a;) 



n 



=0 



^ ^ ^ ^ 1.2.3... n \ 2(2«— 1) 

Diese Gleichung kann nun als Definition von ^"^{x) betrachtet 
werden, es mag x reell oder imaginär sein. Imaginär wird hier 
jede complexe Zahl a^hi genannt, gleichviel ob a = oder ob es 
von Null verschieden ist; wird der Fall a = speciell betrachtet, 
so sagt man, die Zahl sei rein imaginär. 



§.4^ 2. I. The IL Siatefl Kapitel. 7 

Beispiele. 

F = !(«:»- jx) 

P'-(-rc)«p^-(x); P'-+'(-a:) = -?'•+' (a:); P-(l) = 1. 
Anmerk. 1. Nach der Bemerkung von Euler*) in einem 

Briefe an Goldbach; dass in der Entwickelang von ]/l — fi^a Bach 
aofsteigenden Potenzen von a alle Coefficienten von a ganze fah- 
len werden ; erkennt man sofort ^ dass P" nur eine Potenz von 2 
zum numerischen Nenner hat. (Diese Eigenschaft von P hat Herr 
G. Bauer in München dem Verfasser mitgetheilt.) 

Anmerk. 2. Die Gleichungen (1) und (2) gelten noch inmier 
zugleich; wenn auch x imaginär wird; nur ist dann^ bei hinlänglich 
kleinem a, das T mit positivem reellen Theile zu nehmen. 

§. 4. Für P*(x)j welches so eben nach Potenzen von x ge- 
ordnet wufdc; lassen sich noch andere Beihen aufstellen ^ die 
eine besondere elegante Form annehmen^ wenn für x eine trigono- 
metrische Function, z. B. x=i cos(? gesetzt wird. 

Zuerst soll P''(cosd) nach Cosinus der Vielfachen von 
entwickelt werden; dazu bringt man T in die Form 

(l-a«^)^*(l-ae-'T*, 
entwickelt jeden Factor für sich nach dem binomischen Lehrsatze, 
und bildet dann das Product der beiden Beihen 

l + ^ae'^ +^(ae''y + etc., 

l + ^ae-'^+^iae-^r+^tc. 

Der Coefficient von o» in dem Producte muss nun P^*^ sein, so 

dass man erhält: 

. . 2.4.6... (2«) _H/ ^x 

(")••• 1.3,5...(2n^l) ^(^^^^) = 

*) CorrMpondaDce m«th^matique et phyaiquc, pabli^e p«r Fass. St. Peters- 
bourg 184S Tomel, Lettre CXLIl, pag. 667 (Beriin d. 4. December 1761). 



8 I. Theil. Entes KiqiiteL §• 4; 2* 

wenn die Beihe bo weit fortgesetzt wird, bis sie von sdbst ab- 
bricht. Es kommt anf dasselbe hinaus^ wenn man die Reibe so 
weit fortsetzt; bis die Argumente (»— 2)ö, (n— 4)ö, etc. in n^ative 
Vielfacbe von übergehn^ und dann bei ungeradem n ^e Glieder, 
bei geradem n alle ausser dem letzten doppelt nimmt. 

Aus dieser Beihe^ welche Laplace *) entwickelt, schliesst 
Legendre**), dass P' seinen grdssten Werth für = erhält. 
Da aber P(l) gleich 1 wird^ so ist zugleich 1 der grösste Werth 
von P(cosö). 

Eine ähnliche Beihe stellt /'"(^) auch dann noch dar, wenn 
X grösser als 1 ist. Man bildet dazu eine Grösse 1, die zu x 
die Beziehung hat, welche e'^ zu cosd, indem man 

2yseT=i-r' 

also I = x-\- ^x^—lj I""* = x— ^x*—l macht, gleichgültig welche 
der beiden Wurzeln man unter \x^--l versteht. Die Zerlegung 
von T in 



(i-«ir»(i-^)- 



I 

giebt dann die Formel 

5 ^l.(2f»-l)* ^ 1.2(2ii-l)(2n~3)^ ^ ^^''' 

Ohne auf die Entwickelnng von T zurückzugehen, findet man 
diese Formel auch, wenn man bemerkt dass rechts und links in {h) 
eine ganze Function von x steht, indem '^x^ — 1 sich auf der rech- 
ten Seite forthebt, und dass die Gleichheit dieser ganzen Functio- 
nen durch (a) schon für alle x erwiesen ist, die kleiner als 1 sind : 
sie besteht daher für alle x. 

A ß 

Andre Ausdrücke für P, die nach cos— und sin— ge- 
ordnet sind, hat Dirichlet***) angegeben, von denen man spä- 



*) Kemoiren von 1782, 8. 142. 

**) Memoiren von 1784: Beehercliee snr 1« figure des planMes, B. 376. 

*••) Grelle, Journal f. Math. Bd^XTÜ, 8.39. 
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ter sehen wird (§• 51), dass sie leicht aus einer allgemeinen Formel 
von Legendre folgen. Um den ersten zu erhalten, setze man für 

l--2aco8Ö+0f* zunächst 1— 2a+cr'+4a8in'—- , und dann 




Dadurch wird 



2«sin'~ ^ ^(2asin*^V 



^11 2 . 1.3V '"' 2/ 

T s— ^ L et r • 

' I-« l(l-o)>+1.2 (l-o)» ' 



das Glied, welches a" im Zähler hat, uSmlich 

1.3.5. ..(2m^l)(^^^^'^'|r 
*1.2.3... m (1 — a)'-+i' 

liefert, wenn man es nach Potenzen von a entwickelt, so lange m 
nicht n überschreitet einen Theil, welcher in o* multiplicirt ist, der 
gehörig zusammengezogen gleich *) 

Bin — 

n{n+m) 2 

wird. Sammelt man alle diese Tbeile in T, so entsteht endlich 
(c)... r(cosö)=l-(^sin'|+(^±!X2^^ 

Hätte man 1 — 2acosö+«* nicht wie oben transformirt, son- 
dern gleich 

1 + 2cr + a*— 4a cos* ~ 
gesetzt, so würde man 
(d)... (_l)"r(cosÖ) = l-ÖL+l)^cos'4 

(n+2)(«+l)n(n>-l) ,Ö 
+ \« 2« ^^* 2" "~ 

erhalten haben, einen Ausdruck, der übrigens sogleich aus (c) durch 
Vertauschung von d mit n — ö folgt. 



*) Hier wie im Folgenden wird das Gaussisohe Zeichen // angewandt. 
Bekanntlich ist xr(«) a=sr(« + l) =sa/r(rt--l). Für eine ganee Zahl n ist 77(fi) 
das Prodnct 1,2.3...». 
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lieber andere Entwickelung^i von F^ vergL m. §. 7 und §.20; 
als die Quelle^ aus welcher am leichtesten Beihenausdrücke ge- 
schöpft werden ; wird sich später die Differentialgleichung der P 
erweisen. 

§. 5. Die Eugelfunction lässt sich als Differential- 
quotient eines einfachen Ausdrucks ansehen. Um dies 
zu zeigen^ transformire man den Factor 

1.3.5...(2w— 1) 
i.2.3... n ^ 

welcher in der Gleichung (2) für P vorkommt, in 

(2n)(2n— l)(2«--2)...(y^+l) 

dann geht 2"n(n)F^(x) in eine Summe von Gliedern über, deren 
erstes 

(2»)(2«-l)...(«+l)a;« = ^^ 

ist, während allgemein das mit a;"""^"* multiplicirte 

(2n)(2w— 1) ...{n — 2m+l) ^^^^ 

— 2.4...2w(2w--l)(2w — 3)...(2ii — 2i»4-l) ^ 

wird. Zertheiit man den Zähler in das Product von 

(2n — 2m)(2n — 2m— l)...(n — 2we+l) 

und 

(2»)(2n— l)(2n — 2)...(2n— 2m+l), 

hebt darauf die Factoren des letzten Ausdrucks, welche ungerade 
Zahlen enthalten, gegen die gleichen des Nenners fort, so verwan- 
delt sich dieses Glied in 
+ n(n--l)...(n-m+l) (2^_2m)(2n-2m-l)...(fi-2m+l)a^-^- 

oder in 

n(n-l)(n-2)...(n^m+l) d"" {x^-'-'-^y 

~ 1.2.3...m rfx» 

Es wird daher 2»iT(n)P"(a;) der n*® DifFerentialquotient nach x von 

^2« _ !L ^2«.2 + ^(^^^) x"--* - etc. , 

1 1.2 

d. h. 

1 dr(x*—iY 

(3) . . . P {x) = 2nji{n) d^ 
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Diese wichtige Formel rührt von Ivory*) herj er findet sie 
durch eine Metho^e^ die im §. 37 auseinandergesetzt wird. Be- 
trachtungen^ welche denen von Ivory am abgeführten Orte ganz 
ähnlich sind^ kommen mit Ausnahme des schliesslichen Resultates (3) 
zwar schon in Legendre's Exercices **) vor, treten aber noch 
früher, nämlich in den Philosophical Transaction» von 1812 in 
Ivory's Arbeit, On the Attractions of an extensive Class of 
Spheroids S. 50 auf. Später hat Jacobi ***) diese Formel noch 
einmal entdeckt, und durch die Lagrange'sche Umkehrangsfor- 
mel bewiesen. Andere Beweise, auf die man gelegentlich kommt, 
sind §. 35, 37 und 56 angedeutet. 

§.6. Jacobi bat auf eine Methode f) aufmerksam gemacht, 
die man in ihrer einfachsten Gestalt anwenden kann, um den von 
Laplace ff) aufgefundenen Ausdruck von P" durch ein bestimm- 
tes Integral abzuleiten. Sie beruht auf einem Hülfssatze, der 
vorausgeschickt werden soll: 

Bezeichnet a eine positive Grösse, und ist h entweder reell 
und kleiner als a, oder rein imaginär, so wird 

(4) LT ^'^ = ^- 

^^ • nJ a + bcoaq) V^n-ft« ' 

wenn die Wurzel auf der rechten Seite den positiven Werth 
vorstellt. 



*) Philosophical transactions of the royal society of London. For the year 
1824. Part I. London 1824: On the figore requisite to maintain the equilihrium 
of a homogeneons fluid mass that reyolves upon an axis, pag. 91 — 93. 

**) Exercices de calcul integral sar divers ordres de transcendantes et sur 
les qnadratnres par A. M. Le Gendre. Tome II. Paris 1817, no. 134, pag. 2Ö8. 
Man vergl. dort die Formel (m). 

***) Grelle, Journal f. Math. Bd. 11, Berlin 1827, S. 223: Ueher eine be- 
sondere Gattung algebraischer Functionen, die aus der Entwicklung der Function 
(1 — 2xz-{-z*)* entstehen. 

t) Grelle, Journal f. Math. Bd. XXXVf, S.81: lieber die Entwicklung dea 
Ausdrucks [an — 2aa'(cos(ucos(^-|-8ina>sin(^cos(^ — i^')) + aV]~*. Diese merk- 
würdige Arbeit ist später, abgekürzt in's Italienische übersetzt, im Giomale Arca- 
dico, Tomo XGVIII, Roma 1844 erschienen, und aus demselben in's Liouville'- 
sche Journal TomeX, pag. 229 übergegangen. 

tt) Trait^ de mecanique Celeste Tome Y. Paris 1825. Livre XI, Ghap. II, 
No. 3, pag. 38 form. (f). 



/ 
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Vergteht inaD; wie üblich, unter ModülttSr einer imaginären Zahl 

p + qi die positive Grösse YP* + q*, deren Quadrat p*+q* Gauss 

Norm nennt*), so ist 

, N f d(p n 

W ••• y i_2/Scosy+^*""l~^« 

wenn M(ß) <i 1. Denn der Nenner des Integrals lässt sich in 

(1— jä?c'V)(l—/Sc-»>) 
zerfallen, und man hat 

jZTßPf = 1 + /J C'»- + /* V'V + etc. 

folglich enthält die Entwickelung von 

1 



N 



nach Potenzen von c'V und c""'V als von q> unabhängiges Glied 

l + ^»+^* + etc. =— ^,. 

Entwickelungen nach Potenzen der genannten Grössen sind Ent- 
wickelungen nach Cosinus und Sinus der Vielfachen von (p, und 
zwar können die Sinus nur mit i verbunden vorkommen; sie feh- 
len also hier, wo die entwickelte Function reell ist. Es sei nun 
eine Function von q>, die /*(</>) heisse, nach Cosinus der Vielfachen 
von fp in eine Reihe 

f{v) = c^+c^cosy + c,cos2f^4-etc. 
entwickelt; dann wird das Glied c^ durch das Integral 

1 /'" 

ü 
gefunden, so dass, wenn 

^^^^ ~ l — 2ßco6q)+fi^ 

gesetzt wird, die Gleichung (d) erwiesen ist. 

Das Integral (4) kann man sogleich auf die behandelte Form (a) 

bringen, wenn man eine solche Grösse p und solches ß sucht, dass 

M(ß) < 1 und dass 

a = pil+ß") 

b = —2ßp 

*) Zur Abkürzung soll Modulus «nd Norm von p+qi durch 31(^ + ^0 ond 
JV(p + ^*) bezeichnet werden. 
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wird. DaKQ mou { 

sein; haben also die beiden Wurzeln 

— a+ya*—b* — o — yö^'F 
b ' , k, 
nicht gleichen Mix4ulus, so ist der Modulus der einen kleiner als 1^ 
(da ihr Produkt grade 1 wird) und diese kann für ß gewählt wer- 
den. Nach unseren Annahmen ist ]^a* — 6* jedenfalls reell und von 
Null verschieden; also sind die Moduln der Wurzeln verschieden^ 
und 

^ = b 

ist von der verlangten Beschaffenheit. Da nun 1+/^* positiv wird, 
80 ist auch p und endlich p(l — p^) positiv, folglich gleich der posi- 
tiven Wurzel aus a*— 6*, d. h. 

J_ r^ dy 1 

nj p(l— 2acosqp4-a') "" ^a*^ 6* ' 

und sonach die Gleichung (4) bewiesen. 

Diese Formel lässt sich noch verallgemeinern; fasst man näm- 
lich das Resultat so, dass (a+6cosqp)""*, nach Cosinus der Viel- 
fachen von w entwickelt, als von cp freies Glied , enthält, 

so folgt dasselbe fUr die Entwickelung von (a+ 6 003(9 — V))""* 
nach Cosinus der Vielfachen von (<jP-— t/;). Wird nun nach q> zwi- 
schen und 2n integrirt, so fallen alle Glieder der Cosinusreihe 
bis auf das von (p unabhängige fort^ und man erhält 

'^"^ dq> 2n 



f 



J a-f-6cosi^cosqp-f-6sint^sin«]p t/^ 
d. h.: es ist 



/27r 



d(f 2n 



J il+Bcosy-f-Csiny y^«— B«— C^ 

wenn A eine positive Grösse bezeichnet, B und C zugleich reell 
oder zugleich rein imaginär sind, und y^l^—JS*-— C die positive 
Wurzel aus der positiven Grösse A* — B^ — C* vorstellt 
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Das Integral (4^ a), und dasselbe noch verallgemeinert dorch 
einen Factor cos mg) oder sin mg) unter dem Integralzeichen ^ hat 
Jacobi in einer besondem*) Arbeit für den Fall behandelt; dass 
A^ B, C beliebig reell oder imaginär sind. Im §. 47 wird derselbe 
Gegenstand wieder berührt werden. 

§. 7. Vermittelst ^ies& Hülfsatzes lässt sich; wenigstens für 
ein j-eelles x, (1-— 2aa;+cr*)"^ durch ein bfesthnmfes Integral aus- 
drücken. Dazu transformire man die Grösse unter dem Wurzel- 
zeichen in 

und setze in (4) 

a sr 1-^aXf 

Da für ein hinlänglich kleines a jedenfalls l-^ax positiv ist; so 
erfüllt a die Bedingungen des Theorems; b, mit welchem Zeichen 
auch die Wurzel genommen wird; ist entweder rein imaginär; wenn 
nämlich x<l, oder reell und dann kleiner als a, da 

a'— 6»= 1 — 2air+a* 
positiv wird. Es ergiebt sich daher aus (4) 

n _ r^ rfqp 

yi — 2aa:+a* «>^ l—ax-j-acosep ya;*— 1 ' 

und hieraus; wenn man nach aufsteigenden Potenzen von a ent- 
wickelt; zunächst für ein reelles x (durch (1)) 

(5) ... n ?• (a?) = j{x — cos (p ix^— 1 )" dy , 



die Gleichung von Laplace. 

Denkt man sich a positiv und hinläuglich gross ; so wird für 
ein positives x auch ax—1 = a positiv, und 6 == « ya?* — 1 ge- 
nügt noch den Bedingungen der Gleichung (4); es entsteht also 
für hinlänglich grosse a die Beziehung 



n 



— -2aa:+a* *^ aa?+aco8qp ]/aj'— 1 — 1 ' 



*) Grelle, Journal f. Math. Bd. XXXII, S. 8: Ueber den Werthi welchen 

/^ dw 
^ — --: für beliebige imaginäre Werthe 
1— ^OOB^^-Hsm^ 



u 
Ton A und B Annimmt. 
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die linke Seite; nach abiteigendeti Potesuieii Ton o entwickelt, 
giebt P"(a?) als Coefficienten von ar*'^, also der vorstehende Ani" 
druck die neue Form von P: 

(5,a)... «P»=/"_ %==;^^- 

Im folgenden Paragraphen werden die wichtigen Ansdrücke ftir P, 
die hier gewonnen sind, genaver untersucht; aunächst können sie 
dassn dienen , neue Entwickelungen von P in Beihen zu liefern^ 
welche die des §. 4 vervollständigen. Setzt man wieder x^cobO und 

cos -5- + • sin y ^^JV^^^Y + • 8»n Y «*'0> 

so wird die n*^ Potenz des Ausdrucks auf der linken Seite gleich 
dem Product der beiden Beihen 

co84[l+f<tang|e.V + ^^0t«ng|e^)Vetc.], 

^"4^ +T*t»ng4«-^+ it^(itang|e-^f)V etc.] , 
also nach (5) 
i-(co.ö) - co8'4[l-(^tang|-)V(^tang«|) -etc.], 

wie Dirichlet am ang. Orte*) bemerkt. 

Eine nach Potenzen von tangd s u geordnete Beihe findet 
man durch Entwickelung von (cos + ^ sind cos (jp)** nach dem bi- 
nomischen Lehrsatze; da 

1 rn 

— / coB*^ q>dq> 
u 

ftUr ein ungerades m verschwindet^ ftlr ein gerades gleich 

1.3.5...(m — 1) 
2.4.6... m 
wird; so ergiebt sich 

D«/ /i\ nA^i «(fi— 1) , , ii(ii— l)(n— 2)(n— 3) . ^ \ 
i^CcosÖ) = cos*ö(^l 2* ** + 2* At -u^—etcj. 

Dieser Ausdruck kommt im wesentlichen bei Eni er**) vor. 

*) Grelle, Journal f. Math. Bd. XVII S. 40. 

»*) Enleri iBBtitationQt ealculi integralis, Ed. III. Fetropoli 1824. Vol. I, 
Sectio I, Cap. VI, probl. 88 (nicht 86, wie dort irrthümlioh steht), S. 160. 
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§. 8. Die Kugelftmction ist nach (2) eine ganze Function 
ihrer Veränderlichen x; dasselbe gilt von der rechten Seite Ton 
(5)^ indem dort bei der Entwickelung nach Potenzen von cos 9, 
durch die Integration die ungeraden Potenzen von coBtpy also auch 
von }^x*—l herausfallen. (Aus diesem Grunde ist es gleichgültig, 
welches Zeichen diese Wurzel erhält; letzteres sieht man, übrigens 
auf der Stelle ein, wenn man n-w^ für (p substituirt.; gesteht 
die Gleichheit zweier ganzen Functionen von x für alle reellen x^ 
80 findet sie allgemein für'calle anstatt, so dass die Gleichung (5) 
für alle reellen und imaginären x gilt. 

Es fragt sich, ob die Gleichung (5, a) ebenso für alle 
X besteht, ob also nicht nur für positive, sondern für 
alle reellen und imaginären Werthe erhalten wird: 

(6)... /%+cosy]^?^)-rf<p = /''' ^ — — ;^ 

(x+coB<pyx*—i) 

Zunächst ist klar, dass wenn beide Seiten ftir ein bestimmtes x 
gleich sind, sie für das negative nicht gleich sondern entgegenge- 
setzt werden; auch für ein rein imaginäres x können sie nicht 
übereinstimmen, da für einen Werth von (f> in diesem Falle 
x+cos(p yx^ — 1 verschwindet, also das Integral der rechten Seite 
die Bedeutung verliert. Aber auch nur in diesem Falle kann die 

X 

genannte Grösse verschwinden; denn soll ■ reell sein, so 

yx* — 1 

muss — 8 reell, also x reell oder rein imaginär werden. Ist x reell 



+1 



X 



und kleiner als 1, so wird —== imaginär, ist x reell und grösser 

als 1, so wird jener Quotient grösser als 1, also nicht =^cos(p. 

Nach diesen vorläufigen Betrachtungen soll der schliessliche 
Satz bewiesen werden: Die Gleichung (6) besteht immer, 
sobald der reelle Theil von x positiv ist, und giebt so 
einen zweifachen Ausdruck für P^{x). 

Um dies zu beweisen, wird man (6) durch eine Substitution 
verificiren, welche von Jacobi*) herrührt; der bessern Uebersicht 

*) Grelle, Journal f. Math. Bd. XY: Formola transformationis integralium 
definitorum. S. 11, no. 8. 
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halber denke man sich znn«ch»t (t reell (natttrlicli positir) und 
grösser als 1. - 

In das Integral 

(x — CQSfi ]/a;*— 1)* dy 



ß 



führe man eine neue Variable ^ für fj durch die Gleichungen ein: 

xoo9qy+'^x*—l 

COSI? = ■!====■ 

aj+cosqpya?'— 1 
, sincp 



x + cos(p ya?' — 1 

denen man noch die beiden andern 

d(p 



dri = 



op+cosy ya?*— 1 
j? — cosj; y^a;'— 1 = T= 

hinzufügen kann^ mit der Bestimmung, dass für ^ :=; auch ni rer« 
schwindet; und n sich dann mit 9) continuirlich ändert. Während 
ff von bis n wächst, kommt 17 von zu einem solchen Werdie, 
dass cosiy = — 1, sin 17 = 0, der also sicher ein ungerades Vielfache 
von n ist; da aber sin 17 während dieses Laufes von tp nie negativ 
wird, so überschreitet 17 nie n^ seine Grenzen sind daher und n^ 
und man hat 

, = / (oj — cosw ya?*— l)*dw. 

,, (x+cos9)ya:'-l)~+* -if ^ '^ ^ 

[^ Im allgemeinen Falle, wenn x imaginär ist, kann 
dieselbe Substitution mit den gleichen Bedingungen für Anfang 
und Verlauf gemacht werden ", es ist dann unter cos^ und sini^ 

die Exponentialgrösse resp. — ^. — , und unter 17 ein 

imaginärer Ausdruck £+^^ zu verstehen. Hierbei kommen folgende 
Punkte in Betracht: 

1) „Wenn q> von bis n durch das Eeelle wächst, 10 ändert 
;,sich 17 von (durchs Imaginäre) bis zu ^, während der reelle 
,;TheiI € nie n im ganzen Verlaufe überschreitet, und ^ nie un- 
„endlich wird." Das Letzte ist sofort klar, da a?+coBy ^0?*— 1 nie 

Heine, Handbuch d. Kugelfunctiouen. 2 
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versohwmdet^ also siii^ ^ MnfCQ8Y£+€O0<Binj£ un4 C0019 ss 
cos£COSt^— sincBint^; daher auch 2cost^c= e^+^~^ nie un^ndlicb 
wird; um das Erste zu beweisen; braucht man nur su zeigen^ dass 
der reelle Theil von sin 17 ; der sin^cost^ tat, nie negativ wird; — 
weil cost^ immer positiv ist; also sin« cos t^ das Zeichen von sin« 
hat. Das Zeiolren dieses reellen Theiles von sin 17 erkennt mau 
als nicht negativ durch einige einfache HülfssätzC; die hier folgen 
und später noch mehrmals angewandt werden. 

Der reelle Theil von x^atu-i-bi hat dasselbe Zeichen wie der 

von •-• Denn — = , , , - 
X X a +0 

Wählt man ^0:*— 1 so, dass der reelle Theil der Wurzeln das 
Zeichen des reellen Thellea von x hat; so ist auch das Zeichen 

der imaginären Theile von x und ^x*—! gleich. War x reell 
und <;l; so gilt der Satz offenbar nicht mehr. Beweis: Ist 

ya:*— 1 s=sp+gt «o wird der imaginäre Theil von x* gleich 2p qi; 
war aj = a+6t, so wird derselbe 2abu Hatten n und p gleiches 
Zeichen; so gilt demnach dasselbe von b und q. 

Ist der reelle Theil von x positiv ; so gilt dasselbe von dem 

reellen Theile von x+yx^—l und o? — )/a?*— 1. Beweis: Denkt 

man sich |/a?'— 1 mit positivem reellen Theile p, so kann man 

a? = a+6f; ifx^—l =p+?i setzen, wo also a und p positiv sind, 
(Annahme); b und q positive Grössen bezeichne»; und die oberen; 
ebenso auch die unteren Zeichen zusammengehören. Dann wird 

der reelle Theil von x+^x^—l, gleich a+p, also positiv. Da 
ferner « — l^ir*— 1 « . so ist auch der reelle Theil von 

a? — j/ir'— 1 oder a—p positiv. War x reell und <!; so bedarf 
der Satz keines Beweises. 

Hieraus folgt; dass der reelle Theil von (x+coBtp j/o:*— l); der 
gleich a+p cos q> wird; also im ungünstigsten Falle zu a — p herab- 
sinkt; positiv bleibt; also auch der von ^ ==, und 

a?+co8y fx* — 1 

schliesslich der von sini;/. 



§i8,6- 
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It 



2) Dhb imaglfiüren Gifö9ft^D fAä^ man (^eogaietrisoh mä Hülfe 
zwäief sU^ in ein^m Punkte A reehtwinldig schneidenden Acb« 
s^ AXy.d&t Aehde des Beeilen^ und AY, der Ac1i$e des Imaginären 
darznstefUen. £ine Zahl 17 «^^-{.ft wird dann durch den' Punkt 



c 



X 



V 




X 



V 



V 



der Ebene vorgestellt, dessen rechtwinklige Coordlnaten auf das 
System bezogen, wenn es ein Coordinatensptem wäre, ^ =s «, y ss ^ 
»eia würden. Jede continuirUche Curve in der Ebene stellt eine 
continuirlicbe Folge von Zalilen 1/, und verschiedene krumme Liiiieii, 
welche dieselben zwei Endpunkte verbinden, stellen verschiedene 
Arten (Wege) dar, aufweichen man continuirlich von dem Werthe 
von 12, welcher dem ersten Funkte entspricht, ^u dem gdiaiigen 
kann, welcher dem licts&ten Punkte angeliört. 

Theilt man eine Curve in n Theile nach solehem ß^setee; das« 

mit wachsendem n die Theilpunkte überall näher rücken, und bei 
Hnlänglicb grossem n kein noch so kleiner gegebener Theil ohne 
Theilpuokt bleibt; sind 17,, 17,, ... i;„ diese Theilpunkte, und be- 
zeichnet f{ri) eine für diese Cnrve continuirlicbe FimcUon, »o ist 
die Grenze der Summe 

fiSr w =r 00 das was man 

fmdn, 

über diesen. Weg iategrirt, nennt. 

2* 
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Wird ein Bmib in der Ebene durch eine gesohloasene Carre 
begrensEt; und hat die Function f(fi) die Eigenschaft, dass sie im* 
mer an demselben Werthe fübrt, wenn man von demselben Punkte 
I/o zu demselben zweiten ri^y immer mit dem gleichen Werthe /'(^o) 
ausgehend, auf allen verschiedenen Wegen innerhalb des geschlosse- 
nen Raumes gelangt^ so heisst die Function in diesem Räume mo- 
nodrom. Jede einwerthige Function ist daher überall monodrom. 

Giebt 7 — l^^ mit abnehmenden h immer denselben 

a 

Grenzwertb; man mag unter h eine reelle oder imaginäre Grösse 

yerstehen; so heisst f{fi) monogen; geschieht dies nur in einem 

bestimmt umschlossenen Räume ^ so ist die Function in diesem 

Räume monogen. (Rieraann nennt eine monogene und monodrome 

Function schlechtweg Function.) 

Für eine monogene und monodrome Function existirt immer 

ein /f{v)dv ^^ jeden bestimmten Weg der Integration*, die auf 

verschiedenen Wegen genommenen Integrale sind gleich, natürlich 
wenn sie dieselben zwei Endpunkte verbinden. Wenn ?; von einer 
reellen* Grösse q^ abhängt; und q) von g>Q bis g>^ wächst, während 

/^" dt) 

Es ist cos 17 eine monodrome und monogene Function von 17; 
jede ganze Function einer monodromen und monogenen Function 

ist ebenso beschaffen, folglich auch (ic— COS17 y^a?'— 1)*, 

Hieraus schliesst man, „dass l(x — cos 17 ^x^—iydri ^^^ ir- 

„gend einen Weg integrirt, den 17 einschlägt um von bis zu n 
„zu gelangen, immer denselben Werth hat, also gleich dem In- 
„tegrale auf reellem Wege von bis n ist". 

Werden diese Sätze der Reihe nach mit denen ad 1 verbun- 
den, so ist dadurch der Beweis der Gleichung (6) geliefert. In 

der That wird dann / (a?--oosj/ }^a?*--l)»di7 gleich demselben 

u 
Integrale auf dem imaginären Wege 17, welcher ad 1 bezeichnet 
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wty dann 

/;f , dg 

(rp— cosiy yx^—iy--r^d(p 

und nach der Substitution des Wertkes von 17 in ^ 



=/ 



Bei dem heutigen Stande der Wissenschaft schien es nicht 
zweckmässig; Betrachtungen wie die ad 2 hier gänzlich auszu* 
Bchliessen; zumal jetzt ^ wo bereits elementare Darstellungen der 
Lehre von den Functionen einer imaginären Veränderlichen existie- 
ren *); Yon der hier die einfachsten Sätze angefahrt wurden.] 

Anmerkung. Dieselbe Gleichung (6) besteht noch für ge- 
brochene Jt, wenn man nur die Potenz gehörig bestimmt^ x mag 
reell oder imaginär sein; die Beschränkung dieses Paragraphen 
über das Zeichen des reellen Theiles Ton x bleibt bestehen. Setzt 
man nämlich fest, dass (a?+cosqp }/a;'— 1)* für rp gleich irgend 
eine bestimmte Potenz sei, so wird, da dieser Ausdruck, während 
<p von bis n reell wächst, nie durch geht, sein Werth im gan- 
zen Verlaufe bestimmt. Da ferner 

x — co^tj yx^—1 = 



jc+cosy yx* — 1 * 

80 wird, während fp wächst, das durch die Grleichungen be- 
stimmte fj nie die linke Seite zu machen; giebt man ihrer «**" 
Potenz für 17 == als Werth 1 dividirt durch den gewählten Anfangs, 
werth von (x-^-cosfp yx*—!)*", so muss ihr Werth auch im ganzen 
Verlaufe bestimmt sein. Es wird also 

das Integral rechts von 17 = bis 17 == ^ auf einem bestimmten 
imaginären Wege w (man vergl. die Figur), der ad 1 besprochen 
ist, genommen. Die Gleichung (6) gilt daher noch immer, wenn 



*) Man vergl. die ersten. Seiten der Arbeiten von Briot und Bonquet, 
entweder Jonmal de T^cole imperiale polytechnique Cahier 36 : Etüde des fonctions 
d^nne variable imaginaire, oder Theorie des fonctions doublement p^riodiques et, 
en particuUer, des fonctions elliptiqnes. Paris, 1859. 
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es erlaubt ist; statt über tc, über den reellen Weg t, der O und n 
verbindet, zu integriren. Dies ist aber erlaubt, wenn j?— cosi? }/x^—l 
in dem durch r und to begrenzten Kaume nie verschwindet; dass 
dies nie geschieht; Jässt sich dadurch beweisen , dass man zeigt, 
wie es jetzt geschehen soll, der reelle Theil von jj — cosiy ^a?' — 1 
sei in jenem Baume immer positiv. 

Am Bande des Baumes, d. h. wenn ti auf t oder auf u> bleibt 
ist dies der Fall; ersteres folgt aus den Untersuchungen ad 1, in- 
dem nach der dortigen Bezeichnung der reelle Theil a— pcosi? 
wird. Bleibt i| auf tr, so hat man 

1 

X — cosi;? ycr—l = ; 

oj-f costp ya?*— 1 
der reelle Theil der rechten Seite bat sich aber schon als positiv 
erwiesen^ so dass auch der 4er linken Seite positiv ist. Könnte 
nun j; — cost; j/o:;* — 1 einen nicht positiven reellen Theil im um* 
scBlossenen Baume erhalten, so würde daraus, dass er überall am 
Bande, die Curve u) und t entlang» positiv bleibt, folgen, dass für 
ein fi im Innern dieser Theil ein Minimum besitzt, was nicht einr 
treten kann. 

Beweis. Setzt man 

X = cos(cr+/?f) 
y'a?»— 1 =:isin(a + /Sf) 

so wird der reelle Theil von (ic — cosiy ]/ic*— 1) gleich 

i4+J8cos«co8tf-fCsinff8inif 
wo 

A = coscrcosf/9^ 

-B = — esini/^cosoj 

C= tsinffcosey?. 

Soll dieser für eine Combination *, ^ ein Minimum erreichen, so 

müssen für dieselbe die DifFei-entialquotienten von 

i4 + J?co8«co8t^-f CsinÄsint^ 

nach t und i verschwinden; es soll also zugleich 

jSsin^cosf^ — Cco8esint^= 

Csin«cose^— JBcosfsint^ == 0, 
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B C , . 

d. ^« TT = "5" ß^i*^ (wenn nicht B = und dann auch C=bO wird). 

Hieraus fol^ B^^C^j oder B^siC^O^ da £ reell, C imaginär ist; 
es reduoir« sich demnach der unterBUcIite redle Tb^il auf die Om- 
»tante A; und kann folglich kein Minimum bentseoi 

§. 9 Aus den bisher entwickelten Formen deir Kugelfunctlon 
sollen zunächst einige einfache Schlüsse gezogen werden. 

Aus (1) folgt, dass für a? = die Grösse (1+a*)"^ die Func- 
tion P" erzeugt. Daher ist für ein ungerades «, P'*(0) = 0, für ein 
gerades 

Für ein unendliches x wird P*^ uüendlich; und zWar so^ dass 

f^(x).x'- flir a?=oo in ^ '^ . ^ ■'(^^-^) übergeht. 
^ ^ 1.2.8... n ° 

SämmtHche Wnrzeln der Gleichung P'*(a?) = sind 
reell und kleiner als 1. Beweis: Sind die Wurzeln einer 
Gleichung t^(2r) = sämmtUch reell| und liegen sie zwischen a 
und 6^ so gilt das Gleiche bekanntlich von den Wurzeln des ersten 
DifFerentialquotienten V'(^)i ^^^ ^^^'^ vö° denen jedes folgenden 
t^("»)(a;). Ist im besonderen Falle \p{x) = (x*— 1)% so müssen daher 
sämmtliche Wurzeln der Gleichung 

oder nach (3) von F^{x) = 0, zwischen —1 und +1 liegen und 
reell sein. 

Dass diese Wurzeln sämratlich verschieden sind, 
soll §.11 bewiesen werden; 1 selbst gehört nicht zu ihnen, da 
P"(l) = 1 (§. 3). Ist a eine Wurzel, so ist auch —a eine solche^ 
da P'^ia.) = iP^C — «)> also werden für ein gerades n die Wurzeln 

von P*(ic) =0, für ein ungerades von — ^^=: paarweise gleich 

X 

und entgegengesets^t. Die numerischen Werthe der Würzein für 
die ersten n findet man unter Anwendungen I, Mechanische 
Quadratur; angegeben« 



n 
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Der hier bewiesene Satz ist zuerst von Legen dre au%e8tellt 
und bewiesen, und zwar in den Memoiren der Akademie '^) von 
1784 für einen geraden Index n, in den Exercices ^^) für alle gan* 
a&en n. Die Methode von Legendre wird im 2ten Theile §. 89 
auf eine ähnliche Untersnehang angewandt; die hier an^gebene 
verdankt man J a c o b i ***). 

§. 10. Ein Integral von neuer Gestalt hat Dirichletf) 
für P*(co8^) unter der Voraussetzung entwickelt, dass einen 
reellen Bogen bezeichnet. Man bedient sich zur Ableitung des- 
selben einer Formel , die in einem einfachen besonderen Falle be- 
reits §. 6 angewandt wurde. Ist nämlich f{rp) in eine trigonome- 
trische Reihe 

f(fp) c= a^ sin(p+a^ein2g>-\'a^ sinSy-f- etc. 
oder in 

fiv) ^ 4*0 + *i cos qp + *t cos 2q> + etc. 

entwickelt; die i'ür alle 9> von bis n die Function f{q>) darstellt; 

so wird resp. 

2 Z*^ 
«m = — / fig)) sin mg) dtp 



2 f"^ 

6m = — / f{g>) cos m(p dtp, 





Durch Multiplication der ersten Gleichung mit sinmqp und der zwei- 
ten mit cosmrf , und Integration nach rp von bis ^, nach der 
alle a und b bis auf a^ resp. bm fortfallen, wird dieser Satz auf 
der Stelle bewiesen. 

Bei einigen späteren Untersuchungen kommt ein bekannter 
Hülfssatz zur Anwendung, von dem der vorstehende nur einige 
Punkte enthält; diese Stelle scheint angemessen zur Einführung 
des Hülfssatzes: ff) 



*) 8. 374. 

**) Bd. II, 8.254. 

***) Grelle, Journal f. Math. Bd. I: Ueber Gauss neue Methode, die 
Werthe der Integrale nftherungsweise zu finden, 8. 306. 

t) Grelle, Journal f. Math. Bd. XVII, S.41. 

ff) Der erste strenge Beweis dieses Satzes ist von Diriohlet im IV*^" Bande 
des Grelle* sehen Journals 8. 157 — 169 gegeben; besonders sn empfehlen für da« 
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„Bezeicbnet f{q>) eine zwischen y = und g) =s 2^ willkürlich 
^gegebene einwertbige Function^ die immer endlich bleibt; so läset 
^sich f{fp) in eine trigonometrische Keihe 

f{^) SB \b^ +fti cos ^p+*f cos 2^-4" ®*^' 
-f ^1 sin y +02 8in29>4' <^tc. 
,,entwickeln, deren Coefficienten a und 6 durch die Gleichungen 

a,» Ä — / f{(f) sin mq> dq> 



1 f^^ 

6i„ == — / f[if) cos m<)p d(/) 

(J 



„bestimmt sind." [Ist die Function f{ff) an einer Stelle unstetig, 
so stellt an dieser die Reihe nicht /'(qp) dar, sondern das arith- 
metische Mittel aus den zwei dieser Stelle angehörigen Ordinaten, 
die man mit f(g>+0) und f(g> — 0) bezeichnen kann^ indem man 
unter diesen Zeichen die Grenzen von f(g>+^) wnd /"(qp — *) für 
abnehmende Werthe der positiven Grösse e versteht.] 

Hier reicht der vorerwähnte einfachere Satz aus; es tritt aber 
der Umstand ein, dass f{q)) nicht im ganscen Intervalle von bis a 
durch ein und dieselbe Form gegeben ist, sondern von bis zu 
einer gewissen Grösse d durch einen Ausdruck F(fp), von bis n 
durch einen anderen Ausdruck 6r(qp). Um die Coefficienten a und 
b zu bestimmen, wird man dann am bequemsten die Integrale, 
welche die Coefficienten ausdrücken, in zwei zerlegen, das eine von 
bis 0, das andere von ö bis tt, und für f in dem einen die 
Function F, in dem andern G setzen, je nachdem f der eine oder 
andere Werth zukommt. Dadurch ergiebt sich 

F(g>) sin nup dq)+ / 6 (y ) sin mq> dq> 

F{q>) cos mq> rfqp + / G (y) cos mq) dq>. 
Mit diesen Hülfsmitteln versehen, denke man sich, es sei ge- 



Stadium desselben ist die zweite Ausarbeitung von Dirichlct in Doyens 
Repertorium Bd. I, Berlin 1837, S. 152— 174, in welcher die Sfttste über bestimmte 
Integrale, auf welche sich der Beweis stützt, einfach und mit gewohnter Strenge 
abgeleitet sind. 
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stattet, die GHeichung (1) 

, ^ i'a^PVcosö) 

auf den Fall anzuwenden, dass Jtf(a)=xl, und eetae a = c'V. Dann 
zerfällt die rechte Seite in einen reellen Theil 

P° (cos fi)+ 008 9>P' (008 0)+ cos 2ipP»(co8Ö)-fetc, 
und einen imaginären, der, durch Division von t befreit, die Sinus- 
reihe 

8;n(pP*(cosÖ)+8in;2f/>P*(co8Ö)+8in3yP'(co8e) + etc, 
giebt. Zerföllt man die linke Seite gleichfalls in ihren reellen 
Theil R und den imaginären fS, so ist R gleich der oberen, der 
Cosinusreihe, S gleich der Sinusreihe zu setzen. Nun wird.flir 

1— 2acosö + a' = 2e'V(co8 5p — cosÖ), 
und cosgp — cosö ist positiv, wenn (p <, d (man denke sich 
O^Ö^;r), sonst negativ. Daher hat man 

R^ , cosjy '^^__ »njy ^^^^^ 

y 2 (cos y — cos ö) y2(cosy — cosö) 

y 2 (cos ö ~ cos ip) y 2 (cos d — cos <p) 

Es entstehen also die beiden Dirichl et'schen Formen für P*: 

(7) ... P"(C08(?) = 

2 Z*^ cos49co8n(jp , 2 /*'' sin^r^pcos»^ , 
— / . ■ ■ ■ , =• tfy i — / ■ ' ■ ■ ' =r dw 

u y2(co85P — cosÖ) d y 2 (cos ö — cos y ) 

(8) ... P'*(C08Ö) = 

2 /*<^ sin^ysinwy 2^ /*^ cosj ysinny 

^/ y2(cosy— cosö) ^*^ y2 (cos d — cos 9)) 

in deren erster, wie die vorausgeschickten Sätze über Bestimmung 
von Coefficienten trigonometrischer Reihen zeigen, für w ?= die 
Hälfte der rechten Seite zu nehmen ist, während die zweite (8) 
für n = überhaupt nicht gilt, da die Sinusreihe kein Glied P® 
enthält, sondern erst mit sinyP^ beginnt. 

Es ist nothwendig, die Gleichungen (7) und (8) zu verificiren, 
da sie unter der nicht erwiesenen Annahme entstanden sind, dass 
die Gleichung (1) noch für a = c'V anwendbar bleibt. Dazu weir- 
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den die rechten Seiten mit «* multipHcirt, wo «eine hinl&nglieh 
kleine Grösse vorstellt; es zeigt sich dann, dass diese Producte 
eine convergente Reihe bilden, und dass die Summe der Reihe 
genan (1— 2aco8 0+a*)"'* giebt, wenn man (7), dasselbe weniger 1 
wenn man (8) benutsst hat. Da der gleiche Ausdruck nach (1) bei 
seiner Entwickelung nach Potenzen von a, als Coefficient von a* 
grade P" gicbt, so ist hierdurch erwiesen, dass P* durch (7) und 
(8) ausgedrückt wird. 

Um diese Andeutungen weiter auszuführen, setze man das 
erste Integral in (7) gleich H„, das zweite, welches später auftritt 
gleich Kn. Es ist also 

„ 2 Z*^ cos4fipcosi»(Z) , 
^•jf y 2 (cos 9 — COS ö) 

und diese Grösse wird kleiner als 1. Denn da cosiiqp-<l und 
cos jqp positiv bleibt, so entsteht 

^•/ Vsin'^Ö-sin'^r/ 
oder nach der Substitution sinjr^ s= jssin^d; 

d. h, < !• Daher ist die Reihe Sa^Hn über alle n sommirt con- 
vergent, sobald « <: 1 genommen wird, und ihre Summe gleich' 

/'^ cosi fptkp , , . 

"^ :^=^(^ + gc08y+aVos2y + etc.), 
,j y2(cosy — cosö) 

oder nach Ausfllhrung der Summation des einfachen nach Potenzen 
von OL geordneten Ausdruckes 

^^ cos \tf dq) 



y 



2_ p 
nJ 



n J 



•^ }/2(cosy — co»0) 1 — 2acosqp + a* 

Die Integration lässt sich ausführen, wenn man für qp den Win- 
kel t// durch die Substitution 

sin^y = sin^ösint/; 
einführt; dann wird der Ausdruck gleich 

n J (1— a)*cos*V'+(l— 2acosö+a*)sin*V' 
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oder endlich gleich 

1+« 



1^1— 2aco8Ö + o* 
Nachdem nun die Summe £a^Hm ausgeführt ist, lässt £a*K^ sich 
ohne Wiederholung der Rechnung bestimmen, indem sich K^ durch 
die Substitution n — fp für ^ in 

2.(— 1)* /"^- ^ cos^ycosity , 

« \f }^2 (cos y — cos (fi — ö)) 
verwandelt. Es wird also £a*Kn, gleich 

cosHfpdtp 



^ *>f V2(cos9) — 



cos (ff — Ö)) 

V 

aus £a*Hn durch gleichzeitige Vertauschung von a und 6 mit —a i 
und n — gewonnen; daher gleich 

1-a 



^ ]/l — 2OC0SÖ+O* 
also, wie zu beweisen war 

1 



Ha-iHn+K^)^ 



n=i) }/l— -2aco8Ö + a ' 

Um auch die Formel (8) zu verificiren, multiplicire man die 
rechte Seite wiederum mit a**, und summire nach n von 1 bis oc, 
Bchliesse also den Werth it = aus, für den die Gleichung nicht 
zu beweisen ist. Man zeigt wie oben , dass die Reihe convergirt 
wenn « <. 1, und betrachtet gesondert den Theil, welcher das erste 
Glied in (8) zur Summe liefert und den, welcher vom zweiten her- 
stammt. Der erste ist 

V y2(cos<p-co8Ö)^ ^ ^ r y 

oder, wenn die Sinusreihe summirt, und der Werth 

osinqpsin^f) 

1 — 2aco8qp + «' 
durch 

. I I (1 — «)*cosiqp 

*^ 1 — 2acosy+« 

ersetzt wird, gleich 



nJ 



^ cos^ydy ^, (!-«) 

{ 1/2 (cos 5p — cos ö) ^ ]/l — 2aco8(?+a* ' 






a» 
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in dieser Formel kann man noch 

^ cos^y dy 
»^ 1^2 (cos y — cos Ö) 

mit seinem Werthe —\ (s. ob.) vertauschen. 

Der zweite Theil folgt aus dem ersten, ähnlich wie bei Be- 
trachtung von (7), durch gleichzeitige Vertauschuug von « und 6 
mit — a und n — ö, wird also 

1 + a 
^}/l-2acosÖ+ 

Durch Addition beider Theile und Hinzuftigung von P®(cosö) = 1 
entsteht endlich die Summe 

1 
}/l — 2acosö + a* 
Es ist sonach genau bewiesen, dass (7) und (8), mit den oben an- 
gegebenen Beschränkungen für « = 0, P"(cos^) wirklich darstellen. 

§. II. In der Einleitung zeigte sich, dass jP*(a:) die Lösung 
einer Differentialgleichung sei, auf welche man einfach ge- 
führt wurde, wenn man den von Laplace zuerst gewählten Weg 
einschlug. Nach dem hier gewählten Gange ist die folgende Art, 
jene Gleichung mit Legendre*) abzuleiten zweckmässiger. 

Mit der Bezeichnung des §. 3 findet man durch directes Dif- 
ferentiiren 

Hieraus ergiebt sich 

ax da 

und durch Sabtraction die Differentialgleichung von T 

f, ^ÖT „ dT . d\aT) . 

♦) Exercices T. II, pag. 257, No. 133. 
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Setzt man für T die Reihe I!a*P*(ß;)^ und beroorkt/ dase 

— ^— - = «(«+l)a-, 

dass die linke Seite der Differentialgleichung demnach wieder eine 
nach Potenzen von a geordnete Reibe wird, die nur dann ver- 
schwinden kanU; wenn jedes Glied für sicli verschwindet: so findet 
mau; indem das n*® Glied Null gesetzt wird, die Differentialglei- 
chung der Kugelfunction 

(9)... (l_x')^^-2*i^+«(«+l)P-(a.) = 0. 

Diese Differentialgleichung zweiter Ordnung lässt sich vollständig 
integriren, sobald zwei verschiedene particuläre Lösungen gegeben 
sind: ist eine von diesen eine ganze Function von x, nicht aber 
die andere^ ao muss die erste bis auf einen constanten Factor mit 
P"(a?) übereinatimmen. 

Hier sieht man auch (§.9), dass die Wurzeln der Glei- 
chuner P" = sämmtlich verschieden sind. Denn hätte P" 
gleiche Wurzeln a; = a, wo a nicht 1 sein kann (§.3), so würde 

für x=sa nicht nur P" verschwinden, sondern auch -^ — , und 

nach (9) auch r. ^ - Differentiirt man (9) noch mehrere Male, so 

entsteht immer eine lineare Beziehung zwischen P" und seinen 
Differentialquotienten, die daher alle für xsaa verschwinden müss- 
ten. Es wäre also P" bis auf einen constanten Factor (a:— a)**, 
was nicht der Fall ist, 

Anraerk. Setzt man für x einen Ausdruck, wie er §. I durch 
cosy bezeichnet wurde, nämlich 

X = aco9Ö+6siuöcost//4"^sinÖ8inv 
wo a*+6'+c*= 1, so lässt sich zeigen, dass P"{x) der partiellen 
Differentialgleichung (6) des §, 2 genügt. Man vergl. im zweiten 
Theile §. 66. 

§. 12. Die gefundene Differentialgleicbuiig (9) tritt bei vielen 
Untersuchungen auf, und nimmt durch Einführung neuer Ver- 
änderlichen Formen an, in denen man ihre ursprüngliche Gestalt 
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nicht sofort erkennt. Es sollen deshalb die am häufigsten vor* 
kommenden Transformationen hier zusammengestellt werden. 

Die ursprüngliche Gre»talt der Gleichung ^ von welcher eine 
Lösung Ä = P'*(a?) ist, war nach §.11 

(a)... (l-a:')g._2a:-g-+«(n+l)a==0; 

ohne weitere Substitutionen lässt sie sich oiFenbar in 

{b) ... gar +^(^+1)^ = 

umgestaUten. Durch die Substitution x 3= cos(9 geht (a) in 

(c) . • . -Qgi +cotangö. -^+n(n+l)i =r 
oder auch in 

^(sinö^J 

(d) ... g-ä h«(w+l)^inö.Ä = 

über, in welcher Gestalt sie bereits §. 2, b auftrat. Wird für x 
ebne Grösse ^ durch die Gleichung p*+^'== 1 eingeführt, so entsteht 

(c) . . . ß(p_l»)^+(2e'-l)-|l-«(«+l>a = 0. 
Wie (b) ans (a) oder (d) aus (c), so folgt ans (e) 

(/•),,. y«»*-^l g^ £_-.n(M-l)e» = 0, 

die Form, welche bei Lam^*) vorkommt, auf deren Zusammen- 
hang mit (o) der Verfasser **) hinwies. Endlich gestalte man 
noch (a) durch die Substitution um, welche schon §.4 erwähnt 
war und die von grosser Bedeutung sein wird, nämlich durch 

und findet dann 

(»)... I'(l-r)|^-2r||-«(n+l)(l-|')55 = 0. 

*) LionrilU, Journal de Mathi^matiques , Tom. IV: Sur l'dq«iUlire des* 
temp^ratures dans les corps solides homogenes ^e forme ellipsoidale , concemant 
particnli^rement les ellipsoides de r^vohition p. 361. 

**) Dissertatio inaugnralis : De aeqnationibtts nonnuUis differentialiTiuSy 
Berolini 1842 und Grelle, J. f. Mftth. Bd. XXYI : Ueber cinigie Aufgaben, welche 
auf partielle Differentialg^«ichangen fftkren, S. 200. 
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Zweites Kapitel. 

EntWickelung nach Kugelfunctionen, 

§. 13. Die Differentialgleichung der Kugelfanctionen (9) wird 
in dem folgenden Kapitel vollständig integrirt; in dem gegen- 
wärtigen sollen einige Entwickelungen von Functionen einer Ver- 
änderlichen nach den P ausgeführt werden. In der Abhandlung, 
welcher der Ausdruck von P durch die Integrale (7) und (8) ent- 
nommen wurde ; beweist Dirichlet einen allgemeinen Satz, den 
man im zweiten Theile im 5ten Kapitel finden wird, und der eine 
wichtige Vervollständigung dieses Kapitels giebt, aus welchem folgt, 
dass jede Function f(x), die zwischen x = —1 und x =: 1 endlich 
bleibt, in eine nach Kugelfunctionen fortschreitende Reihe 
(10) ... f{x)=zÄ^P'{x)+Ä,P'{x)+Ä,P*(x)+etc. 
entwickelt werden kann, in der die Ä von x unabhängige Constante 
bezeichnen. Dies allgemeine Resultat wird hier nur erwähnt, soll 
aber weil es an dieser Stelle noch nicht bewiesen ist, hier keine 
Anwendung finden. 

§. 14. Lässt sich eine Function f(x) durch (10) darstellen, so 
kann man jedes Mal die Coefficienten A durch ein Integral bestim- 
men; indem dieses hier gezeigt wird, stellt sich zugleich heraus, 
dass eine solche Entwickelung, wenn sie überhaupt möglich ist, 
nur auf eine Art geschehen kann. Es ist dazu der Beweis des 
Hülfsatzes erforderlich, dass 

'r{x)P^ix)dx 
— i 

verschwindet, wenn m und n verschieden sind, dass dies Integral 

2 . 
eleich - — — - wird, wenn m = n. Den Kern dieses Satzes in noch 

allgemeinerer Gestalt hat Laplace*) bewiesen; gerade in dieser 
Gestalt ist der Satz von Legendre nachgewiesen**) nnd zwar 
zuerst für gerade Indices m und n, später flir beliebige Indices. 



/ 



*) Memoiren der Porifler Akademie v. Jahre 1782 S. 16S. 
**) Memoiren von 1784 S.378 und von 1789 S. 384. 
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Laplace bedient sich zum Beweise dner seitdem bei 
rentialgleichungen häufig angewandteo Methode; indem er durch 
Multiplication von (9) in der Form (b) des §.12 mit /*"*(») und 
Integration nach x von --1 bis 1 erhält 

Integrirt man rechts durch Theile, und wendet, wie es bei ähn- 
licher Geleg^iheit häufig geschieht, die Bezeichnung [t^(3?)]„ an^ 
um damit die Differenz i^(6) — t/i'(a) auszudrücken, so verwandelt 
sich die rechte Seite der vorigen Gleichung in 

Der von der Integration freie Theil verschwindet ftr a? = + 1 ; 
das Integral geht durch Wiederholung der Operation in 

-1 

also in das letzte Integral allein über, weil der Theil, welcher vor 
dem Integrale steht, wiederum verschwindet. Da femer P** der 
Differentialgleichung 

genügt, so wird endlich 

«(ii+iy Vp"(te = m(w+l)^ Vp"£to 

d. h. das Integral selbst gleich 0, wenn m und n verschieden sind. 

Legendre beweist seine Kesultate an der zweiten Stelle, in- 
dem er von 

dx 



(o)... r — 



ausgeht. Da 



(l^2!^x+V)- =2^nxl 



Heioe, Handbuch d. Kugelfunctionen. 
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80 ist (a), wenn wicklich 

und nur dann, von q unabhängig und der Factor von r^^ in der 
Entwickelung von (o) wird gleich 

/\p-(x))««te 

sein müssen. Dies zeigt sich in der That^ indem (a) anagefilhrt 

— log:; also 

r °1— -r 



<^+T+T+***^-) 



giebt. Da aber bereits der erste Theil des Satzes ; welcher sich 
auf verschiedene Indices m und n bezieht, ^wiesen ist, so kann 
man um eine einfachere Bechnung zu haben statt (a) den ein- 
facheren Ausdruck ((» = 1 gesetzt) 

/i ^ 
_^ l-2rar+r« 

1 1 + r 
benutzen, der gleich —log ist. Andrerseits wird er 

J^\sr-P\a)y dx 

also gleich der Doppelsumme nach m und n von bis oc: 



'^y^'p'^(x)P''(x)dx. 



—1 

Da die Glieder verschwinden, Jn denen m und n verschieden sind, 
so reducirt sich die Doppelsumme auf die einfache 



''/\p'(x)y 



fün 



£ry (P''(x)Ydx 
—1 

welche gleich 

2n+l 
sein muss, so dass schliesslich 

/\p^(x)ydx^ ^ 



2n+l 



gefunden wird. 
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§. 15. Die wirkliche BeBtImmung der Coefficlenten ^ 
in (10) erfolgt nun auf eine Art, welche ganz analog der bekannten 
Methode ist, welche bei der ähnlichen Aufgabe angewandt wird, 
die sich auf trigonometrische Beihen bezieht. Multiplicirt man 
nämlich, um An zu finden, die Gleichung (10) mit P*(a:), und in- 
tegrirt nach x auf beiden Seiten von —1 bis 1, so entsteht nach 
Anwendung der beiden Besultate des vorigen Abschnittes 

(11) ... An = ^^f'nx)P\x)dx. 

Wäre f{x) noch auf eine zweite Art in eine nach Kugel- 
fanctionen fortschreitende Beihe 

f{x) = B,P^{x)+B,r{x)+B^F'{x)+t\c. 
entwickelt, so dass 

ist, so giebt dasselbe Verfahren der Multiplication durch P*(d^)*utid 
der Integratioti nach x von -*1 bis 1, An^=^Bny also den Sats, das» 
eine Function nur auf eine Art nach Eugelfunctionen entwickele 
bar ist. 

Man zieht endlich hieraus den Zusatz, dass alle A verschwin- 
den müssen, wenn für alle x von —1 bis 1 

A^P'(x)+A,P'(x)+A^F^(x)+^ic 
Null wird; denn eine Bntwickelung von 0, mit der die vor- 
stehende übereinstimmen muss, ist O.P^+O.P^-fetc« 

Man wird hieraus hinlänglich erkannt haben, wie die Coeffi* 
cienten- Bestimmung und der Beweis von der Binhmt der Ent- 
wickelung sich aus dem Satze über das Integral im §.14 ergiebt; 
an mehreren folgenden Stellen kann man ähnliche Sätze für all- 
gemeinere Entwickelungen mit Hülfe eines ganz entsprechenden 
Satzes über ein Integral herl^en* An jenen Orten wird e» 
nun erlaubt sein, ohne die Schlüsse dieses Paragraphen 
zu wiederholen, sogleich die ähnlichen Folgerangen zu 
ziehen* 

Anmerk. Zur Ermittelung des Werthes von / P"*JP"cla? kann 

man sieh auch der Formel (3) bedienen, durch wridte das In* 

3* 
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legral in 

übergeht. Eine n fache Integration durch Theile verwandelt diesen 
Ausdruck wenn n^m in 

indem (a?*-~l)*» die Wurzeln ±1, j» fach enthält, also seine m— 1 
ersten DifFerentialquotienten für a: = +l verschwinden. Warm>n 
80 giebt die Integration sofort 0; war w = w, so hat raan 

(-l)"JT (27i) r\ , .„ . 2.il(2«) n ,,, ,, . 2 

22«lI(«)JT(«)y^ ^ ^ lI(w)JT(w)y ^ ' 2«+l 

§. 16. Da eine grosse Anzahl wichtiger Functionen in Reiben- 
form nach aufsteigenden Potenzen von x entwickelt vorkommt , so 
l^rird-man diese (M, vergl. §.17 und 19), abgesehen von der Conver- 
genz, nac^h Kugelfunqtionen ordnen können, wenn man im Stande 
ist, jede ganze Potenz von x z. B. x^ in die Form der 
Reihe (10) zu bringen. 

Zuuiäcbst läast sich zeigen, dass es möglich ist x"* nach Kugel- 
functionen zu entwickeln ; denn nach (2) lässt sich a;" linear durch 
P*(a?), ic*-2, ö;»-*^ etc. ausdrücken, a?"-^ wieder durch P*''^(a?), 
ar»- f, etc., also endlich a;" linear durch P", P*"^ P"^*, etc. bis P* 
und Xy oder bis P* und x^. Bemerkt man, dass x =s^ P\ 1 ä P®, 
so folgt au& dieser Betrachtung, dass es erlaubt ist 

x^ = Ä^P'^ix) +il,-2P*'"'^(ir)+il— 4P""*(aj) + etc. 
zu setzen. Nach (11) ist dann 



. 2m+l 

Am = S 



-y a?»P"*(aj)rfa;, 



—1 

wenn nt der Reihe nach die positiven Zahlen n, n — 2, ii'— 4 etc. 
voratellt. 

Der Werth dieses Integrals lässt sich ermitteln, selbst 
wenn nicht, wie hier, n eine ganze Zahl bedeutet; es darf bei den 
zunächst folgenden Rechnungen n eine beliebige gebrochene, Zahl 
vorstellen, auch negativ sein, muss in letzterem Falle aber < 1 ge- 
nommen werden, wenn m gerade, < 2, wenn j» ungjerade ist. Das- 
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so verallgemeiuerte Integral betrachten wir zuerst^ und geb^n diitm 
zur Entwickelung der ganzen Potenz ^% deren Möglichkeit allein 
untersucht war^ zurück. 

Es ist klar; dassii.» fUr ein ganzes n verschwindet^ wenn n<.m. 
In diesem Falle würde nämlich die Entwickelung von x"" nach Kü- 
gelfunctioneu; deren Form man schon kennt; kein P"^ enthalten^ 
also die ganze Beibe für o;*^ nach Multiplicatlon durch P"* und In- 
tegration in Bezug auf x zwischen —1 und +1 verschwinden. Hier- 
aus folgt; dass auch 

f^x''P*^{x)dx 

ü 
yerscbwindet; wenn n ganZ; fKm, m — n eine gerade Zahl istj in 
diesem Falle enthält tiämlich x^P"* nur gerade Potenzen von x, das 
Integral zwischen und 1 ist also die Hälfte desselben zwischen 
— 1 und 1. ^ 

Hier erhält man gelegentlich den SatZ; dass 

'tff{x)P'^{x)dx 



/' 



—1 

verschwindet; wenn "^{x) eine ganze Function von x von 
geringerem als dem w**^" Grade vorstellt. 

Die Function P"*(a;) hat die Form 

P"*(a?) = ax*"4-/Ja?'»-Hy^"*^+ etc.; 
wenn a, ß, y^ etc. gewisse bekannte Zahlcoeffici^nten bezeichnen; 
deren Werth man aus (2) ersehen kann^ es ergiebt sich daher, 
wenn n beliebig bleibt; und nur den oben angegebenen Bedingun* 
gen unterworfen ist; (wenn es negativ genommen werden soll), 

Px-P'^ix) dx = — T^XT + n.A 1 + n.JL. ^ + ^^^- 

Die rechte Seite, auf gleiche Benennung gebracht, verschafft einen 
Zähler der nach n eine ganze Function hi, und zwar je nachdem 

«M fH— — 1 

m gerade oder ungerade ist vom Grade — oder — ^ — ^ der ferner 

für n=im^2, m— 4, etc. 2, im ersten Falle, im zweiten flir 
n =s I»— 2, m-— 4, Qtc. 3, 1 verschwindet. Das Integrar ist also 
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resp. gleich 



it(it— 2)(«--4)...(n— ffl+2) 
(w+m+l)(if + m— 1)...(«+1) 

(n— l)(if — 3)...(n — w + 2) 



(iti gerade) 
(m ungerade); 



(»+wi+l)(fi+m--l)...(»+2) 
wo & eine Constante uacli n bezeichnet. Da für n = oo und ein 
endliches m 

nj a:»P"'4F==o+/J+y+etc. 



u 



d, b. gleich P (1) = 1 wird, so ist Ä = 1, und man findet 

A«P"(x)<te = «(>'-2)...(«-»»+2) („gerade) 

- («-l)(«-3)...(n-m+2) „„„„„o,>, 

= («+m+l)(n+»»-l)...(«+2) («• «"ge^^e). 

Kehren wir zu unserer Entwickelung zurück; so handelt es 
sich hier um den Fall eines ganzen n^ und eines m, welches so 
beschaiFen ist, dass n—m nicht negativ und gerade ist. Multipllcirt 
man in diesem Falle die erste Formel im Zähler und Nenner durch 
1.3.5...(ii— 1) und 2.4.6.. .(n~m) die zweite durch 1.3.5.. .n und 
2.4.6...(n— i?i)| so entsteht 

Tln 

(12) ... ;l» = (2m+l) 



ar ^ 



+(2«-n <^"+;)f-^) r-(.)+etc.> 



2,4...(w— m)1.3.5...(ii+''*+l) 
Die Entwickelung von a?* wird daher 

j33^=^^,((2«+.)P-(.,+(2»-3,<^i.--'M 

(2it+l)(2n— 1) 
2.4 

Diese Untersuchungen rühren von Legendre*^) her^ derzuerfit^«» 
für gerade tn, in den späteren Arbeiten für alle ganze m und be- 
liebige riy natürlich mit den hier gemachten Beschränkungen; ohne 
die das Integral seine Bedeutung verlieren würde, ableitet. 

§. 17. Ein Beispiel von der Art; wie der Ausdruck des 
§•16 für 07" angewandt werden kann, um eine gegebene Potenz- 
reihe nach Kngelfunctionen zu entwickeln; bietet die Function 

1 \ X x^ 

= T + It + -i-+etc. 



y— ic y ff » 



*) Memoiren toh 1784 S. 873 imd Exercices Tom. 11, S. 252. 
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dar, die convergirt, so lange x < y. Werden die Potenzeti von x 
nach der erwähnten Formel in Kugelfunctionen umgesetzt, und alle 
Glieder gesammelt, welche dasselbe P enthalten, so entsteht eine 
Beihe von der verlangten Art Zu dem Gliede, welches P'^ix) 

enthält, tragen die Glieder der ursprünglichen Reihe — q:^, — ^> etc. 

bei, nämlich resp. 

(2«+l)JI(«) (2«+l)iI(«+2) 

1.3.5...(2«+1)* ' 2.1.3...(2»+3)* ' "*"' 

setzt man also 

(n+lHn+2)(n+S)(n+i) ;. 

^ 2.4(2n+3)(2n+ö) * ^ / 
so wird 



(14) . . . -f^ = f (2» +1) ?• (X) Q' (y). 

Die vorstehende Entwickelung, welche vom Verfasser *) mitgetheilt 
wurde, gilt nicht wie die Potenzreihe immer wenn x<iy; es ist 
sicher ausserdem erforderlich, dass y grösser als 1 sei. Vorläufig 
wird man einsehen, dass die Entwickelung nicht mehr nothwendig 
unter den früheren Bedingungen gilt, indem die Glieder der ur- 
sprünglichen Beihe verschoben und vertheilt wurden, um die nöue 
zu verschaffen, so wie, dass die Beihe 0* nur convergirt, wenn 
y> 1 ist; an einer anderen Stelle soll die Convergenz und der 
Werth der Beihe (14) für reelle und imaginäre y genau untersucht 
werden (§. 41). 

Für y=l erhält (13) schon einen unendlichen Werth, wie 
man aus den allgemeinen Untersuchungen von Gauss**) über die 
hypergeometrische Beihe weiss. Gauss setzt nämlich die Beihe 

l.y 1.2.y(y+l) 



*) Grelle, Jounial f. M, Bd. XLII: Theorie der Anziehung eines EUipsoids 
8. 72. Es scheint zweckmässig, (2it + 1) 6" >u nennen, was dort Q* hiess. 

**) Soeiotetis r^giae scientiarum Gottingensis commentationes Tom. II. classis 
mathematicae ad a. 1812: Disquisitiones generales circa seriem infinitam i 

aß ! 

l+r-^4? + ete. 1 

1-y I 
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gleieh F{a, ß^ y, x) und zeigt (Sectio tertia) 

a) das9 für x:=l die Glieder in's Unendliche zunehmen^ wenn 
a-^-ß — y— 1 positiv ist, 

() dass sie zu einer endlichen Grenze convergiren, wenn 

c) dass sie zu Null convergiren, wenn ct-\-ß — y — 1 negativ ist, 

d) dass die Summe der Eeihe (für o; = 1) immer und nur 
endlich wird, wenn «+/?— y negativ ist. 

Man kann an dieser Stelle mit Gauss (No. 17) bemerken, 
dass die Reihe (l--x)S für oj = 1 verschwindet, wenn S eine 

solche Eeihe 

S s= ao+öi^+<3f,a;'+etc. 

bezeichnet, deren Glieder a mit wachsender Entfernung vom An- 
fange %\\ Null convergiren (a» =0). Es ist nämlich (1 — a?)S die 
Beihe 

«0 + ^i^i — «o) + ^*(ct, — aj + etc. 5 
Die Summe der ersten w Glieder, d. h. bis x'^ißn — an-^i) incl. wird 
für a; = 1 

d. h. äny nimmt also mit wachsendem n zu Null ab. 

Um diese Eesultate auf 0" anzuwenden, ziehe man in (13) 
auf der rechten Seite y^"^^^ heraus, und findet für die Reihe, welche 
dann in der Parenthese bleibt, den Ausdruck 

/w + 1 w+2 2n+3 \ 

der für y = l unendlich wird, weil a+ß—y gleich ist; (1— i^')0'*(y) 
oder (1 — y)0'*(y) niuss aber für y = 1 verschwinden. 

§. 18. Eine ^ nur oberflächliche Vcrgleichuug von P in der 
Form (2) mit Q zeigt, dass abgesehen von den constanten Facto- 
ren, welche in die ganzen Reihen multiplicirt sind, P'^ix) in Q*{x) 
durch Vertauschung von n mit — (n+l) übergeht. Dieselbe Ver- 
tauschung lässt aber die Differentialgleichung (9) ungeändert, so 
dass zu vermuthen steht, es werde auch Q^ix) eine particnläre Lö- 
sung von (9) sein, die dann von P^(x) verschieden ist, weil Q für 
x = oo verschwindet, und P unendlich wird (§.11). 
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Um die vermutiiete Beziehung zwischen P und Q zu beweisen, 

setze man 

1 



K = 



y—x 



und findet 



ö/^/i i,öF\ dr. ,,ÖK\ 



dx\^ 'Bx^ dy^ dy 

Entwickelt man nun durch (14)^ V in eine BeihC; und setzt nach 
§. 12, 6 für 

seinen "Werth — i»(ii+l)P*(a;), so giebt die Gleichung für V 
T(2«+l)p-(^)[|.((l-j,»)^^)+«(«+l)(?"(y)] = 0, 

und nach dem Zusätze des §. 15 das Besultat, dass der Factor 
von (2n+l)P"(a?) flir sich verschwindet, d.h. dass (?"(a:) wirklich 
der Differentialgleichung (9) genügt. 

Die hier eingeführten Functionen Q sollen, wegen ihrer Ver- 
wandtschaft mit den P;, Kugelfunctionen zweiter Art heissen. 
Hier sind sie durch (14), also nur für den Fall definirt, dass ihre 
Veränderliche grösser als 1 ist; im folgenden Kapitel wird ihre 
Definition verallgemeinert werden, so das3 sie noch für kleinere 
Werthe der Veränderlichen eine Bedeutung behalten. 

Die Kugelfunctionen zweiter Art treten zuerst bei Oaus»*) 

in Gestalt hypergeometrischer Reihen auf, und spielen dort eine 

x4- 1 
Rolle als Eeste bei der Kettenbruch -Entwickelung von logr 

(M. vergl. hierüber das sechste Kapitel); als particuläre Lösung 
von der Differentialgleichung (9) der P in Arbeiten des Verfassers **). 
lieber andere Formen wird man später das Nähere finden. 

§. 19. Zu den Betrachtungen des §. 16 zurückkehrend, iät 
man jetzt im Stande, abgesehen von etwaiger Divergenz, die Ent- 
Wickelung einer beliebigen Function f{x), die nach auf- 



*) Gommentationes Gottingenses Tom. III : Methodns nova integralittm valore« 
per AppiDximationein invenioncU, No. 18. 

**) DisBertation und Grelle J. f. M. Bd.XXV{» §.2. 
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steigenden Potenzen von x geordnet ist, nach den P vor- 
zunehmen. Ist nämlich 

f{x) = %+a^x,+aJ^x*+ etc. 
eine gegebene Function von x, so setze man^ indem man sich die a 
gegeben denkt, nach §. 16 sämmtliche Potenzen von x in Kugel- 
functionen um, und findet 



WO zur Abkürzung gesetzt wird 

^ _ 1.2.3... n / (n+l)(n+2) 

, (n+l)(n+2)(n+3) (n+ 4) ^ \ 

+ 2 . 4 {2n+3)(2n+b) "*•+* + ^^'J' 

War z. B. 0»= --;rfr> ^^ entsteht die Beihe (13); war f(x) gleich 
Ä*y, also 



V+2(2ii+3)'^2.4(2ii + 3)(2ii+5)"^®*^V' 



so wird 

c^ y! 

*• 1,3...(2«~1) 

Für f(x) = (y+a?)"*, wo 

mJm— '!)...( fn — w + 1) ^ ^ 
1.2.3... n ^ ' 

findet man 

^•^ 1.3.5...(2n-l) y V+ 27(2^+3) y + ^*^-;- 
Die Entwickelungen dieses Paragraphen hat Bauer*) zuerst 
veröffentlicht. War f{x) eine hjpergeometrische Beihe, so werden 
im Allgemeinen die Coefficienten C ähnliche Reihen höherer Ord- 
nung; die sich in besonderen Fällen, z. B. wenn die Elemente a, /3, y 
der gegebenen hypergeometrischen Beihe ganze Zahlen oder unend- 
lich werden, auf einfachere reduciren. Dasselbe tritt auch zuwei- 
len ein, wenn a, /?, y einen Buchstaben enthalten, der eine bestimmte 
ganze Zahl vorstellt: in solchen Fällen kommt es vor, dass ein 



*) Borchardt, Journal f. M. Bd.LVI: Von den Coefficienten der Reiktn 
Ton Kugelfunctionen einer Variablen. S. 118. 
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Coeffident C, der mit diesem Buchstaben zusammenhängt^ sieh we* 
sentHch vereinfacht. Ein Bebpiel hierfür bietet die Entvrickelung 
von /"(x) = (1+fcr*)""*' dar, welche für ein ungerades n offenbar 
C„ = giebt, für C^ eben Werth^ welcher aus dem Producte von 

v(v+l)...(v+n--l) 1.2.3... (2n) 
^ ^ 1.2.3... n *1.3.5...(4n— 1) 

und der allgemeineren hypergeometrischen Beihe 

(2>i+l)(2i> + 2)(y+n) 
2 .(4n+3)(«+l) 

(2«+l) (2n+2)(2>t+ 3) (2«+4)(»+n) (»+«+!) , 
"*" 2 . 4 (4»-j-3)(4n+5)(n+l)(n+2) 

besteht. Cin Tweiufacht sich nur wesentlich, wenn man » = »+1 
macht, und zwar wird es dann gleich 

in+lf 2I.+1,, (2ii+l)(2i»+ 3) , \ 

^-*^ 2H^V 2~*+ 274 * -etc.; 

d.h. =p±l±d^. 

Diese Grösse ist also der Coefficient von P {x) in der Entwicke- 
lang von (1 +Aa;')~"~' nach Eugelfunctionen ; für dieselbe hat man 
nach §. 15 einen Ausdruck von anderer Form, nämlich 

4n+l /•» P'^'(x)dx 



V 



2 •/, (!+*«»)•+*' 

nnd findet so die Gleichung, welche Legendro"') an verschiede- 
nen Stellen bewiesen bat 

'^ P*" («)<£» 2 (-Ä)" 



/ 



-ii (l+fcrT+* 211+1 (l+Ä)"-^* 

Herr Bauer zeigt am angef. Orte, dass in einigen Fällen 
die gefundenen Eeihen für C» durch Zähler und Nenner von ge- 
wissen Kettenbrüchen dargestellt werden können ; es sind dies aber 
ganz besondere Fälle, die erst durch allgemeinere Betrachtungen 
in das rechte Licht treten, und sich dann als Besultate erweiseu) 



*) Zaettt in den 8aTui8 ötrangers Tome Z, S. 426 , üWaiehtlioher in den 
Memoiren von 1784, S. 377. 
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welche Untersuchuogcn über die Iiypergeometrische Beihe ange- 
hören. Das Nähere findet sich in den Arbeiten des Verfassers*). 
Beihen^ welche nach Potenzen von y absteigen^ entwickelt 
man in ähnlicher Art nach den Q, indem man; nach Anleitung der 
früheren Paragraphen^ versacht; die Potenz y^*""^ durch eine nach 
den Q geordnete Beihe darzustellen. Man findet dieselbe durch 
itmalige Differentiation von (14) nach x, wenn dann x=^0 gesetzt 
wird. Hierdurch entsteht 



wenn rechts nach der Differentiation x = gesetzt wird. Nun ist 
aber — t— ; — gleich 0, wenn «>m, da P" eine ganze Foihction 

vom m*" Grade ist; derselbe Differentialquotient verschwindet fer- 
ner für a; = 0, wenn m—n ungerade wird. Um ihn in den an- 
deren Fällen zu ermitteln; suche man in P'^{x) den Coefficienten 
von X" auf; der gleich 



m— « 



(-1) 



2 t»S,h .,.{m+n—l) 



J7ii.2.4... (m — n) 
wird; so dass man erhält 

+(2„+9)(i!?±^l>(?-*(j,)+etc.). 
Ist nun 

eine gegebene Function von y, so wird; wenn man F{y)=^ S DnQ'' (y) 

setzt; 

1.3.5...(2n-fl)/ n(n-^ N 

" 1.2.3... n V" 2(2«-l) ""^^2.4.(2«-l){2i*-3) *-* / 

Wird F(y)=^ gemacht, so geht />» offenbar in (2«4-l)P»(ic) 

y ^ 

über, wie es nach (14) sein muss. 

*) Borchardt, Journal f. M. Bd.LIII S. 284: Scbrciben an den Heraus- 
geber; ausführlicher Bd.LVII S.231: Ueber die Zähler und Nenner der Näherungs- 
werthe von Kettcnbrüdien. 
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§• SO. FunotiQneny die als trigonometriflclie Beiken 
gegeben sind; lassen sich auf ähnliche Weise wie Potenz- 
reihen nach Kugelfun ctionen entwickeln^ indem zunächst 
Seihen für sinmd und cosmd gebildet werden; die nach P(co8d) 
fortschreiten, wie man sie früher für eine Potenz aufsuchte. Hier 
soll der Gang in so fern abgeändert werden ; dass man sogleich 
die gegebenen Functionen in die verlangte Form umsetzt , und 
sinrnO und cosmO als specielle Fälle betrachtet. Man beginne 
mit den Sinusreihen, da die Hülfsformeln für diese fast fertig 
vorliegen. 

Es sei 

f(e) = a,8inÖ+a,sin2ö+a,sin3ö+etc. 
wo bekanntlich a« durch die Gleichung (§. 10) 

a« = — /fiO) sin mddd 

ü 

gefunden wird. Denkt man sich f(&) in die Form 

/■(Ö) =Tc.f(cosÖ) 

gebracht; so ist (11) 

2II+1 



C.= 






J^f{d)P''(cose)unddd. 



Im §. 4 Form, (a) findet sich die Entwickelung von P"(cos0) nach 

Cosinus der Vielfachen; es ergab sich dort 

4P"(cosÖ) = Skn,G0s{n—2m)e, 

wenn zur Abkürzung 

, _ 1.3...(2it— 1) 1.3...(2»t— 1) n(n— l)...(n— m+1) 

^"" 2.4... (2«) 1.2... m (2fi— 1)(2«~3)...(2»— 2i»+l) 

gesetzt ist, und die Summation von m = bis m = oder 

ti 

w = Y ausgeführt wird, je nachdem n eine ungerade oder gerade 

Zahl bezeichnet; in letzterem Falle muss die Hälfte des von 6 
freien Gliedes genommen Werden. Hierausfolgt, dass sin ÖP" (cos ö) 
gleich 

: -Sl!r^<sm(ii-2ifi+l)^-8in(w-'2«i-l)Ö) 
ist; da für ein gerades n das letzte k in dem Werthe von ^P** 
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r 

halb SU ndiinen war, and ii&0P" mit kn^aind sohlieMt, so hat in 

2 

der obigen Summe auch dies Glied den richtigen Wertb, wenn die 
Summation nur so weit fortgesetzt wird, dass die Vielfachen von 6 
positiv bleiben. Es folgt hieraus 

C, =s?^J?*„(y'7(ö)sin(«--2m+l)Ödö 



-Y^AÖ) sin (n-2i»-l) Ödfl) 



u 
oder endlich 

die Summe über alle m von an so weit ausgedehnt, wie die In« 
dices der ß positiv bleiben. Die Beihe fUr Cn ist also: 

4 2.4... (2n) ^ _, 

(2n +Tjli ' 1.3. ..(211-1) ^* "" ^'*-+* ~ ^-'^ 

I ^'^ i \ X 1.3.«(«— 1) , \ , X 

+I(2;r:i)^'*'-^-°''-»)+ 1.2.(2n-l)(2«-3) ^'*"-^~°-') + *^**^- 

die bei aj^— a^ = a, oder a^ schliesst. 

Setzt man alle a bis auf eines, t. B» das m^^ gleich 0^ und 
0«, = 1> so ergiebt sich im speciellen Falle die Beihe für sinmd, 
nämlich 

4 2. 4. 6.., (2m — 2) . ^ .^ -s»»«-i/ m 

+(2«+ 3) 2 ^2^^ P +(2».+7) 2.4.(2»,)(2m+2) ^ +**''• 

(2»i) (2fli+2)\ ^ '2.(2iii+4) / 

Bei Behandelung der Cosinus-Beihen ist es erforderlich, 
/'"(cosd) nach Sinns der Vielfachen zu entwickeln, um Integrale 
von der Form 



r^ 



P*(cos0)cosmdsin0d(7 

u 

ermitteln zu könnte; das Besnltat, welches sich hierbei ergiebt, 
wird auch fUr §. 29 von Interesse sein. 
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um diese Entwickelung vorzunehmeiiy verwandele man zunäcbst 
coBm0 in eine Sinus-Reihe , wenn m ganss und positiv ist. Wird 
(0<ö<ii) ' 

C09 mO s= absind +a^Bin20'i'eic, 

gesetflsty so findet man Op durch das Integral 

— / cos mO einpd dO, 

gleich wenn nt+p gerade ist^ in den übrigen Fällen 



'P+ 
Es ist daher 



n Vp+ifi p — m/ 



-^cosmtf SS 



+"-<«-^><2;rrr-|)+«"^«-3)<2;;ri3---i)+^- 

wenn die untere Reihe fortgesetst wird, so lange die Vielfachen 
von positiv bleiben. Aus den allgemeinen Prinzipien (§. 10) 
weiss man, dass die Formel fhr 9 = nicht mehr gilt. Man 
hat also . 

die Summe nach p so genommen, wie oben gesagt wurde. Die- 
Ben Werth setze man in P"(cos&) ein, und findet dadurch für 
P"(cos^) eine Sinusreihe 

•j-P*(cosö) = a^sin04-assin204---- 

In der, wie man sofort bemerkt, nur solche Vielfache von vor- 
kommen, die mit n+1 zugleich gerade oder ungerade sind, so dass 
also ün^ip = 0, und dasi nur die a von der Form an^^p+i zu be« 
Btlmmen bleiben; der Index n+2p+l mag grösser oder kleiner 
als n sein, jedenfalls ist er aber positiv. Es wird nun, nach dem 
Einsetzen des Ausdrucks für cosm^^ als Factor von sin(n4*2p-f-l)0, 
d. L für Om^ip-i-i folgender Werth gefunden: 



4S !• Tb^iL Zweites KefiSteL §;, £0, 14. 



Ao , *| . . 2 .j._ 2 



kn^ 4*- 

2«+2p+l • 2fi+2p-T^'""'" n+2p+2 ^ ^ n+2p+l 

H ?« u *i + •••+ ^ oder 

^ 2p + l ^ 2p + 3 ^ ^ n + 2p n+2p+l 

Da offenbar kp = kn^p, und da eine von k^ beginnende Reihe 

der k, wenn man nach demselben Gesetze immer neue k bildet, 

bei kn von selbst abbricht, so ist jene Beihe auch: 

fortgesetzt bis sie von selbst abbricht Sie lässt sich summiren^ 
wenn eine Formel von Pf äff*) benutzt wird, welche sich auf 
solche Beihen bezieht, welche nach Art der hypergeometrischen 
gebildet sind, aber im Zähler und Nenner ein Element mebr ent- 
halten als die von Gauss. Ohne Anwendung dieser Formel fuhrt 
auch die nachfolgende Betrachtung zu dem gleichen Ziele: 

Zunächst kann man beweisen, dass die Beihe für p = — 1, 

— 2, ••• 5— oder — — verschwindet; es ist nämlich 



iy '^P"(cosÖ)sinmödÖ « a, 



daher 

/7t 
P* (cos 0) cos mO sin ö dO 


und dieses jedenfalls 0, so lange m<^n» Denn, setzt man cosö=a?, 
so ißt cosmd eine ganze Function von x des nur m**** Grades, also 
verschwindet (§. 16) 

/ P"(a?) cos mö da;. 

Nimmt man hinzu dass 

a,^\J I^{x)dx und a^^JP'"(x)xix 
—1 -1 

verschwindet, so wird daher, wie behauptet war, 

=ac Äji— ji = Äi»-.3 = ö»-.5 = etc. = a, oder a^^ 



*) Not« acta Petropol. TomeXI, 1797. ßnppMment h Thistoire S. 51.' 
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Hieraus folgt, daas P^"^ kein kleineres Vielfache von & als das 
(n-|-l) fache enthält, dann aber auch, wie sich sogleich zeigen 
wird, ein einfacher Werth für die a, welche nicht verschwinden. 

Erstens bemerke man, dass die Reihe filr ün^ip^i nur das 
Zeichen, nicht den Werth ändert, wenn f mit — n— p— 1 ver- 
tauscht wird. 

Denn die beiden Glieder der Reihe, welche ein und dasselbe k 
z. B. ky enthalten, sind 

Ky Ky 

2p+2v+l ' 2p+2ii~2v+l' 

verwandeln sich also durch diese Vertauschung in 

ky *. 

2p+2« — 2y+l ' 2p + 2v+l * 

Die Reihe verschwindet also nicht nur für die Werthe •— 1, 

— 2, ... 5 — oder — 5- von p, sondern auch für — », 

— (n— 1), ... r— , oder — (-«"+1); ^- h. für alle — p von 1 

bis n, (indem auch für p = 5— die Reihe verschwindet, da 

sich dann die untereinanderstehenden Glieder direot fortheben). 
Zweitens; bringt man die Reibe auf den Nenner 

(2p+l)(2p + 3)...(2p + 2w+l), 
80 ist der Zähler nach p eine ganze Function vom v^^"^ Grade, 
deren Wurzeln durch die vorhergehende Betrachtung bekannt sind. 
Die Summe derselben ist daher 

(p+l)(p+2)...(p+n) 
(2p+l)(2p + 3)...(2p + 2w + l) ' 

wo c einen von p unabhängigen Werth bezeichnet. Setzt man, 
Qm ihn zu bestimmen, p=: oo, nachdem man mit p multiplicirt hat, 
80 wird 

d. h. a= |P"(1) Ä ^, also c S5S 2», und dadurch die neue Entwicke- 
long der Eugelfunctiqn 

Heine, Handbuch d. KugelfUnctionco. 4 
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(15) ... f P-(cosö) = '^^^^(^.^n+l)e+'^^.inin+^)e 

, 1.3(«+l)(ll+2) /„ ■ ,;v rt ■ ,x„ ^ 

Für n = 0, wo P SS 1 wird; erhält man eine bekannte Beihe. 

Mit diesem Resultate versehen^ gehe man zur Aufgabe aurück 

/•(ö) =r i 6. + 6| cos Ö + 6, cos 2Ö + etc. ; 

6^ = ^Jf{d) cos md de, 

ü 
in eine Reihe 

/•(Ö)= "Jl).P"(cosfl) 
umzuwandeln. Da die Gleichung (ll) zeigt; dass 

D. « ^!^J'''ffß) p-(co8 ö) sin 6 dd 



4 
und P*(co8Ö) =2 — [a«+isin(«+l)d+a„+sBin(ii+3)ö+ etc.] 

ist; 80 wird 

2« 4-1 P=* /*^ 

Z>» = -— ^ -S a,4.2»+i / AÖ)[coa(ii+2p)fl-co8(fi-f-2p+2)ö]dö 

Setzt man für a seinen WertE, so wird 

^^- ^ ixr(2^=T) v<^- ^ ^-^^>+r:(2M^3j<*-+^ -- *-^*> 

, 1.3. (n+1) (n+2).. , v , ' \ 

+ 1 .2.(2i»+3)(2n+^) (^''-^^■-ft-W+ etc.;, 

woraus- die Entwlekelnng von cosmd ohne weiteres folgt. 

§. 21. Die Beispiele von der Darstellung der Functionen einer 
Veränderlichen in Reihen von KugelfunctioneU; welche im Vorher- 
gehenden auftraten; genügen; um den Charakter dieser Entwicke- 
lungen zu zeigen; es wurden hier vorzugsweise allgemeine Formen 
von darzustellenden Functionen betrachtet; während in besonderen 
Fällen gewisse Hülfsmittel mit Vortheil aich anwenden lassen; die 
hier erwälmt werden sollen. 



§. 21, 16. 
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Iftt die EntwickeluDg einer Funetion nach P gegeben, so läset 
sich aus derselben leicht die Entwickelung der anfachen 
Function ableiten, wozu nur erforderlich ist, dass xP{x) nach 
Kugelfanctionen entwickelt wird. Hierzu kann mau' sich einer 
Formel bedienen, welche Gauss*), apäter Bönnet**) angegeben 
bat, aus der Bonnet, wie er ebendaselbst sagt, nach den Prinzipien ' 
von Sturtn die Bealität etc. der Wurzeln von P=0 beweist. 
(M. vergl. hier §, 9.) Diese Formel sagt, dass zwischen drei P 
mit aufeinanderfolgenden Indices die Beziehung 

(16);.. (n+l)P*+*(a;)~(2i»+l)a?P"(a;)-f«P'*^V) = Ö 
besteht«. Sie ergiebt sich aus §. 11, aus welchem zunächst 



BT 

(l-^2ax + a*)^-'+(a—x)T=0 



(») 



also Sna'^'^P'^ 



folgt; setzt man hier für T die Beihe Sa'^P 

BT 

fiir 77—, und fasst zu&:leich Alles zusammen, was in dieselbe Potenz 

von flp, z. B. a% multiplicirt ist, und das dann offenbar für sich ver- 
schwinden muss, so wird 

(«+l)P*^^-2«a?P"+(«--l)P*-'+P"'**-ajP" = 0, 
welches die zu beweisende Gleichung ist. Si^ gilt auch noch für 
n = 0, und giebt dann 

P*— a?P' = 0. 
Eine ähnliche Gleichung leitet man für die vermittelst (14) 
ab; aus dieser folgt nämlich zunächst durch Multiplication mit x 



X 



^S(2n+l)xQ\y)P\x) 



und dann mit Hülfe von (16) 

2Q\y)(Sn+l)P''^\x)+nP'''\x)y 



*) Methodas nova, integr. vdoves etc, no. 19. 

**) Liouville, Journal de Math. T, XVII: Th^se de M^canique, Sur le d^- 
veloppement des Fonctions en Sdries ordonnees siiiTant les Fonctions X» et Y» , 
S. 267. Es werden hier beide Stollen erwähnt, indem der merkwürdige Umstand 
eintritt, dass" Gauss in seiner Arbelt nirgend bemerkt, dass die Functionen, auf 
welche er geführt wird, die Kugelfunctionen sind; sie treten bei G-aiiss überall 
als Nenner von Näherungswerthen eines Kettenbrucba auf. Auf die Uebereinstim- 
mung der Gauss Ischen mit den Kugelfttnctionen macht erst Jacobi im 2ten Bande 
des Grelle sehen Joam.«ls S.226 aufmerksam. «.^ 

4* 
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Wird diese Reihe nach P, nicht nach Q geordnet^ so gebt sie in 

etc. +p»(«Q"-*+(n+l)0""^^)+ etc. 
über. Nun ist aber 



also die vorige Reihe auch gleich 

P°(y0O-l) + 3y(?'P^+etc. + (2n+l)y(?"P"+etc. 
Nach §.15 sind zwei nach P entwickelte gleiche Ausdrücke identisch, 
so dass sich für « >► die Oleichung 

(16, a) ... («+l)0"-*-'(y)-(2n+l)yO"(y)+«(?"-^(y) = 
ergiebt, die für n = mit 

<?'(y)-y(?'(y)+i = o 

vertauscht werden muss. 

An die zwei Gleichungen (16) knüpft Herr Dn C. Neumann, 
dem der Verfasser noch andere schätzbare Mittheilungen und Ver- 
besserungen verdankt, folgende Bemerkungen: 

Man sieht dass P"(a?) durch recurrirende Formeln aus P*~ , 
P "* , etc. gefunden wird, dass also P" von P^ und P' durch eine 
lineare Gleichung 

P\x) = ÄP'{x)+BP'{x) 
abhängt; wenn A und B gewisse ganze Functionen bezeichnen. 
Vergleicht man (16, a) mit (16), so ergiebt sich, dass auch 

Q\x) = AQ'(x)+BQ\x) 
sein muss, wo A und B dieselben Functionen wie früher werden. 
Nimn)t man die Beziehung von P* zu P® und von Q^ zu Q^ hinzu, 
so folgt 

P"(a:) = (ila:+J?)P° 

Q''{x)=={Ax+B)Q'^A. 
Nun ist P° = 1, also Ax+B = P", folglich 

Q\x)=^P''{x)Q'(x)^A. 
War* X reell und grösser als 1, so giebt (13) 

wodurch sich für 0" (^); wenn der Buchstabe A tnit Ä* vertauscht 
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wird, der Wertli 

(?»=ii»'(a;)log^-fi" 

findet, und hier stellt Ä* eine ganze Function von x vor, die, wie 
man leicht bemerkt, vom n — 1*^" Grade ist. 

Vorstehende einfache Entwickelung einer Formel, die Gauss*) 
zuerst gegeben hat, durfte an dieser Stelle nicht übergangen werden. 

Ein zweites Mittel zur Auffindung neuer Entwicke- 
lungen nach Kugclfunctionen bietet eine von Christoffel**) 

angegebene Gleichung für -7 — dar. Mit Bauer***) a. ang. O. 

rfP* 

beweist man diese leicht, wenn man erwägt, dass -7 — nur die 

» — 1*% n — 3", etc. Potenz von x enthält; entwickelt man den 

Differentialquotienten nach Functionen P, so nimmt er daher die 

Form 

^-iP"''+i*«~3P'*""'+4«.5P""*+etc. 

an, wo 



2m+l r^dP"" „« 
-1 



^"^ 2 J dx '^ ^' 



rfp"* 

Ist wie bei uns m <C w, also gewiss - — von niedrigerem Grade 

dX 



als P^'*^, so verschwindet 



/* 



r^iiu 



und es wird 



dx 
-1 






2 

— 1 



y^V'^dP^+P^dP") 



= ?^+i[P«p-]^_^. 



2 

Da in unserem Falle m die Zahlen /«— 1, n — 3, etc. durchläuft, 
also m-\-n ungerade ist, so wird ^„, = 2w+l, und man hat die 



^) Metbodus nova integralium valores per approximationem inveniendi No. 18. 
M. vergl. auch Neumann's Arbeit, die in §.33 erwähnt wird. 

**) De motu permanent! electricitatis in corporibuB bomogenois. Dissertatio 
inauguralis. Bcrolini 1856, p. 53. 

***) Journal f. M. Bd. LVI, S. 102. 



n 
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Entwibkelung 

(17) ... ^^^ = (2n-l)P"-'(a?)+(2«-5)P'^V)+(2ii-9)p-V)+etc., 

wenn die Beihe bei P* oder P* abgebrochen wird. 

Ein ähnlicher Ausdruck findet sich für die Q; da nämlich 
{y — xy^y nach x nnd y diffcrentiirt^ gleiche und enfgegengesetzto 
Werthe giebt> so entsteht 

oder gleich 

-r(2«+l) 0*(y) ((2w-l)P"-'(a;)+ (2n ~ 5) P"-'(a;)+ etc.). 
Fasst man die Factoren von P^*\x) zusammen , so wird schliess- 

r 

lieh erhalten: 

(17, o)... _i^ = (2«+3)(?"+^(y) 

, +(2«+7)(?'+'(»)+(2ft+ll)(?'+*(y)+etc. 

An merk. Eine Function^ die nach Potenzen von x absteigt^ 
lässt sich nur auf eine Art nach Q entwickeln; setzt man nämlich 

andrerseits 

und benutzt (13)^ so wird 

6, = a^ ^t = ^f 

u . 3.4 ■ 1 - , 4.5 , 3 

etc. etc., 

so dass die a durch nicht widersprechende und bestimmende lineare 
Gleichungen aus den h gefunden werden. 
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Dritte« Hupltel. 

Die Kugelfunction zweiter Art. 

§. 22. Im vorigen Kapitel §. 17 und 18 wurden Functionen 
0*{x) als Kugelfunctionen zweiter Art dadurch eingeführt, dass 
man (a?— y)"'S wenn aj>»y und ausserdem x>l war, nach den 
Kugelfunctionen erster Art von y entwickelte. Die Möglichkeit 
der Entwickelung vorausgesetzt, ergab sich dort, dass 

der Coefficient von (2«+l)P*(y) ist, und dass 0*(a;) ein Integral 
der Differentialgleichung (9) wurde, d. h. von 

Um das letzte Resultat auf directera Wege festzu- 
stellen, entwickele man nach den gewöhnlichen Methoden, die 
man in den üblichen Handbüchern der Integral-Rechnung findet *), 
die Integrale jener Gleichung nach absteigenden Potenzen von x. 
Setzt man dazu 

» = x« +a,a:«-2 + a^a:"-'*+ etc., 
60 ergiebt sich zunächst zur Bestimmung von a die Gleichung 

a(a + l)= n(w+l), 
aus der für a die zwei Werthe a = n und « = — n— 1 folgen; ferner 

_ (g— 2iii)(tt— 2m— 1) 

'^""^' "" '^"(a-2)».-2)(a-2m-l)-«(n+l)' 

Mit Hülfe der Gleichung 

/J(i«+l)~n(n+l) = (^-n)(/J+n+l) ' 

findet man 

— (« — 2m)(a-^2m — 1) 

'^'^^^^'^'^ {a^2m^n-2){a-2m + n^iy 

und hieraus für a =• n die Reihe (2), welche I^(x) darstellt; für 

a=— w — 1 die oben angegebene für Q"^ (x). Bedeuten a und 6 

willkürliche Constante, so setzt man aus den beiden particulären 

*) Z. B. Tergleiche man Ealeri institutionM ealculi integralis, Vol. II, 
Sectio I, Cap. VIII. 
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Integralen das allgemeine durch die Gleichung 

zusammen; und zwar Ist dieses für x^l gültig; indem wohl Pfür 
jedes endliche x endlich bleibt, aber Q nur für x>l convergirt. 
Da P für X = oo unendlich, Q aber Null wird, so kann eine Lö- 
sung, die für a: = oo nicht unendlich wird, nur die Form 60" bä- 
hen; sie wird dann mit a;'*+^ multiplicirt für a;= oo endlich blei- 

1.2... n 
ben; war diese endliche Grösse gegeben, z. B. o'/o — 7~T\9 *® 

ist dadurch die Gonstante b bestimmt, in dem Beispiele gleich 1. 

§. 23. Diese Function lässt sich durch ein bestimmtes 
Integral darstellen, welches dem von Laplace für P* angege- 
benen (§. 7) ähnlich v,ird, und für alle x, auch solche die •< 1 
oder die imaginär sind, nicht aufhört der Differentialgleichung (9) 
zu genügen. Man kann hierzu gelangen, indem man (9) durch eine 
Reihe integrirt, welche nach Potenzen von x+i^i* — 1 geordnet ist 
(von e'^j wenn x = cosö gesetzt wird), und die der Beihe (6) in 
§. 4 für P entspricht; wenn man diese dann in ein Integral um- 
setzt, wie es in §. 30 geschehen wird. Man kann aber auch auf 
eine andere Art, die manche Vortheile bietet, und sich den §. 6 und 7 
näher anschliesst, zu demselben Ziele kommen. 

Eine so einfache erzeugende Function, wie man sie in der 
Quadratwurzel für die P besitzt, Hess sich für die Q nicht auffin- 
den, wenn man nach Potenzen einer Grösse (wie früher a) ent- 
wickeln will; es tritt hier bei entsprechender Behandlung zur 
Quadratwurzel noch ein Logarithmus, der für imaginäre x beson- 
dere Untersuchungen erfordert, und aus diesem Grunde wurde Q{x) 
zunächst §. 17 durch die Entwickelung von (x—y)^^ nach P(y) 
eingeführt. Eine für den gegenwärtigen Zweck geeignete erzeu- 
gende Function ergiebt sich aus der Betrachtung, dass das In- 
tegral (§. 7) 

dq> 



1. f^ 



j^ ^(x+cosq>^x*—l)—l 

welches gleich 

1 



l/l— 2aa;-f a* 
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kiy als Erzeagende der P angesehen werden konnte. Diese Be- 
merkung lässt sich auf folgende Art benutzen: 
Es genügt T (§. 11) der Differentialgleichung 

daher muss 

9 d(p 



(6)... / 



^ o(a:+cosy j/x'—l) —1 

wenn man es für T in (a) einsetzt, einen Werth für die linke Seite 
von (a) geben, der für gf =s tt verschwindet. Wird die Rechnung 
ausgeführt, und denkt man sich g constant, d. h. von a und x un- 
abhängig, so verwandelt sich die linke Seite von (a) in 

a sin 9 

yp^ [a(a? + co8ö(yj;*— X)— 1*] ' 
einen Ausdruck, welcher {\Xr g ^ ft wirklich verschwindet. Noch 
für einen anderen constanten Werth von g verschwindet derselbe, 
nämlich für ein solches g, dass sin^ = <x>, was nun geschehen kann, 
wenn g imaginär ist. Führt man deshalb in (6) für g> einen ima- 
ginären Winkel it ein, so ergiebt sich, dass 

(18) U = /" ^5==- 

*^ a(a?-fcosttya;*— 1)— 1 

der Gleichung (a) genügt. Um sich von der imaginären Substitu- 
tion unabhängig zu machen, kann man nur durch Einsetzen direct 
zeigen, dass wirklich U die Gleichung (a) befriedigt 

Dieses Integral, welches hier unausgeführt bleiben soll, das 
übrigens keine höhere Transcendente als Logarithmus und Are, tang. 
enthält, wird als die Erzeugende der Q betrachtet werden. Wir 
setzen fest, dass die jx* — 1 so genommen wird, dass die 
reellen Theile von x und '^x* — 1, ebenso auch (§. 8) die imaginären, 
gleiches Zeichen haben, dass, wenn x reell und kleiner als 1 ist 
(x = cosö), "|/x'— 1 positiv imaginär genommen wird. Da diese 
Festsetzungen noch bei andern Gelegenheiten vorkommen werden, 
(die letzte ist wegen der Anwendungen gemacht, bei denen d in 
der Begel zwischen und n liegt), so soll dies der Kürze halber 
dadurch ausgedrückt werden,* dass man sagt, x und '^x*-^! werden 
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mit gleichem Zeichen genommen« Ist ä hinlänglich gross reell, so 
wird der Nenner unter dem Integrale (18) nie verschwinden, und 
das Integral einen endlichen Werth besitzen, wenn nicht x. =s+l. 
Ist o; reell, so ist dies sofort klarj im anderen Falle bedarf es 
eines einfachen Beweises. 

[^Beweis. Ist x z. B. nicht negativ, und setzt man wie §. 8 

X = a+bi 

j/x'— 1 =p+g», 
so wird der Nenner unter dem Integrale (18) 

a(a+pcosii) — l + ia(b+qco^tt) 
also nie G, da cost^ reell und > 1. Daai Integral bleibt endlich 
da, wenn e' = ä gesetzt wird, es die Form 

das 



/ 



annimmt, wo c, g, h noch imaginär sein können und h nicht ver- 
schwindet, wenn nicht x=^+l. Zerfällt man das Integral in einen 
reellen und einen rein imaginären Theil, so wird jeder das Integi'al 
einer gebrochnen Function, deren Nenner vom vierten Grade, deren 
Zähler vom zweiten ist.] 

Da (x+cosit}^x* — 1) nicht verschwindet, so lässt sich U bei 
hinlänglich grossem a nach absteigenden Potenzen von a entwickeln. 
Nach diesen Vorbereitungen definiren wir die Kugelfunction zwei- 
ter Art so: . 

Werden x und j/a;*— 1 mit -gleichen Zeichen (s. ob.) 
genommen, so setze man die durch (18) bestimmte 



wszn 



0** (x) 
Function U gleich 2 ■ ^i ; ®^ heisst dann 0\x) die»** 

Kugelfunction zweiter Art. • 

Folgende Eigenschaften derselben sind sogleich klar: 

1) Sie genügt derselben Differentialgleichung (9) wieP'*(rr.). 
Denn U genügt der Glqichung (a), und verfährt man mit U wie 
§. 11 mit T, so findet man dieselbe Differentialgleichung (9) 
für 0»(xr). 



2) Sie wird durch das 



Integral 
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/• dt 

y (a?+co8ttya?'— 1 



^n+l 



ausgedrückt, dessen Form der von P* in (5, ä) entspricht. 

3) Sie verschwindet ftir a? = cx>^ und verwandelt sich ynit 
a5*+* multiplicirt für a? = oo in 

1.2.3... n 

1.3.5...(2n+l)' 

woraus sogleich zu schliessen wäre (Schluss des §.22), dass für 
jedes a?, welches grösser als 1 ist, das neue Q mit dem alten über- 
einstimmt. 



Beweis, Für a: =5 c» wird 

di 



a? 



i»+i 



Q'ix) =f 



U 

oder, da 2cost« == c^+c' ist, gleich 



(1+cost«) 



n^l 



•/ (e*'+e-*')"^^ 
gleich 

Setzt man e' = s, imd multiplicirt unter dem Integrale Zähler und 
Nenner mit 6^*+*^', so entsteht 



2»/ »"^^ _ o. r(n+l)r(n+l) 

^ (l+»)^»+2 ^ • r(2n+2) . ' 



u 
also genau der Quotient 

1.2.3... n 



1.3.5...(2ii+l) 
§. 24. Die Function ist durch (19) vollständig bestimmt mit 
Ausnahme des Falles a? ä 0, in welchem das Zeichen von y^a:*— 1 
UDgewiss bleibt. Dieser Fall kann der Grenzfall eines reellen ver- 
schwindenden X sein, und dann wird« nach unseren Festsetzungen,- 
gleichgültig ob x positiv oder negativ war, 

^ ' 
Ist Null die Grenze eines rein imaginären positiven oder p^^a- 
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tiven X, was man durch (ot) oder resp. (— ot) bezeichnen kann, 
80 hat man 

Q'ioi) = (_i)-+»(?"(-oi) = (?'(o); 
soll endlich o Grenze einer complexen Grösse sein, so stimmt der 
Werth mit Q{oi) oder Q( — oi) überein, je nachdem vor dem Ver- 
schwinden von X der imaginäre Theil positiv oder negativ war. 
Die Ausführung des obigen Integrals giebt übrigens 

0(0) = :^ r{n+l) 

Für X—+1 findet man ferner 0"(±1) = ±<x). 

Im Allgemeinen wird Q'*{—x) = {^lf'^^Q''{x)] nur der Fall 
macht eine Ausnahme, in welchem x reell und zugleich < 1, also 

X = cosö ist. Denn ist x = a + bi, )/a7*— 1 = p+qi, wo die oberen 
und ebenso die unteren Zeichen zusammen gehören, und a und p 
ebenso auch 6 und q (§. 8) zugleich positiv, negativ oder Null sind, 
so wird nach den Bestimmungen über die gleichen Zeichen von x 

und )/a?* — 1 auch 0(a?) im Nenner die Potenz von (x+cosity^x*—!), 

Qi—x) von (— ic — cosi^ya;' — 1) enthalten. Aus diesem Grunde 
wird in den folgenden Paragraphen, wenn nicht ausdrücklich das 
Gegentheil bemerkt, und x nicht reell und zugleich <; 1 ist, immer 
X positiv gedacht, d, h. mit positivem reellen Theile oder, wenn x 
rein imaginär war, mit positivem imaginärem Theile; die Allge- 
meinheit der Untersuchung kann nach diesen Auseinandersetzun- 
gen hierunter nicht leiden. 

War aber a; = cosö, so gebraucht man um 0(x) zu bilden, 
den Zahl werth von sind; nimmt man deshalb d zwischen und n, 
so wird 

07COSÖ)=/ TT 

.^ (cosÖ + tsinöcostO""^ 

*^ (costr — tsm^cosft; 

Diese beiden Ausdrücke unterscheiden sich, wie man sogleich sehen 
wird, wesentlich von einander. Geht man auf die erzeugenden 
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Fanctionen der rechten Selten zurück^ so sind sie nach (18) resp. 

dt 





daher wird 



a(co8Ö+i8inöco8il)— 1 
* J aCcosö — tsii 



(cosö— iBinöcost«)— 1 ' 



■ ** J (acosö— l)*+a*sin*öcos't< 

Den Nenner verwandle man in 

! + «•— 2acosö — a*sin*ösin*tf, 
und setze die reelle Grösse 

— atsindsini/ = asind — = », 

wodurch die Grenzen von « resp. und oo werden. Femer ent- 
steht dadurch 

•MO J 

ü 

nnd wenn das Integral der rechten Seite nach bekannten Regeln 
ausgeführt wird, 

|/l— 2aco8Ö+a* 
Die rechte Seite ist die erzeugende Function der P, man mag sie 
nach aufsteigenden oder absteigenden Potenzen von a entwickeln^ 
so dass sich als wesentlicher Theil des Unterschiedes der beiden 
Q ein P herausstellt, und zwar ist genau 

. (a) . . . (-l)"*^'0"(-cosö)-0"(cos(?) = t^P"(eose). 

Da 0"(cösd) die Form A-Bi hat, und dann M)"+*0"(-.cose) = A+Ä» 
sein musa, so folgt fi = ^if P"( cos d), also 

0"(cose) = A-^;rtP"(cosö), 
wodurch der imaginäre Theil von 0**(cosö) gegeben ist. 

Anmerk. Die Function Q ist im Allgemeinen stetig und ein- 
werthig ; sie wird nur unendlich für a? = + 1, mehrwerthig flir a? = 0. 
Die Willkürlichkeit bei der Festsetzung des Werthes von 0(co8Ö) 
hStte sich vermeiden lassen, wenn allgemein für x eine reelle oder 
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imaginäre Qröase eisgeAlfart wäre; 90 daas eonOss^, und dann 
Q als Function von selbst; nicht von cosd angesehen wird. Da 
. meisten theils cos0 das gegebene Argument ist; so wäre es mit 
grossen Unbequemlichkeiten verbunden; wenn man selbst über- 
all einführen wollte. Es ist aber für manche sorgfaltigen Unter- 
suchungen von Werth; zu wissen, wie sich durch Einführung von 
ö, oder besser von e'^ Alles gestaltet. 

. Man führe deshalb; wie schon im §.4 an einer Stelle ge- 
schah; eine Grösse | als unabhängige Veränderliche ein; und setze 
2a: = |+^^ wodurch 2V5^^ = l-r' wird. Wenn M(^)>h 
also § = r(cost//4-tsini//) und r>l, so haben 2a? und 2}/^— 1 
im obigen. Sinne gleiche Zeichen; da ihre reellen Theile resp. 

{f-i — Jqos^; (r ^Jcost^, die imaginären ähnliche Ausdrücke 

sind, und r positiv ist. Wird dagegen r<:i, d. h, Jlf(|)<l; 

SO haben x und yx^ — 1 entgegengesetzte Zeichen. Wird endlich 
r = 1 ; so können x und Yx^—1 alle Zeichencombinationen durch- 
machen. Setzt man nun 

(19, a)... 2''-^ig"[g]=/°° ^. ^[ 

% ((S+S )+cost/(| — I ))^ 

so stimmt 0*[|] mit Q*(x) überein, sobald Jlf|>l; sie stinr- 
men tibetein wenn Jl!f(5) = i, und | einfen positiven imaginären 
. Theil hat: ist dieser Theil negativ so kann man durch Gleichung (a) 
auf* der Stelle 0"[|] durch 0"(a?) imd P"(a;) ausdrücken (s.u.). 
Es wird 0[|] überall einwerthig, aber nicht nur für 1=1, (x = 1), 
unendlich; sondern für alle | auf der Linie der reellen § von |== —1 
bis I =s 1. In der That, der Nenner in (19, d) . verschwindet für 

ein f, wenn f^ — r- negativ und >1 wird; dazu muss |*— 1 negativ 

5 —1 

£'+1 
sein: für ein negatives §• wäre aber 1^ ■ ^ <C 1, also ist 1, wenn 

§ —1 

jener ISTenner verschwindet, reell und < 1. Dies ist nothwendig 

und wie man sieht hinreichend, um den Bruch ~ — -- negativ und 

i —1 

> 1 z9 macheO; ßo dass es vermehrt um cosii gewiss für einen 
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Werth von t zwischen und oe verscliwindet. Es hat also Q[^] 
me Linie der Unstetigkeit^ indem es für alle reellen S von —1 
bis +1 unendlich wird, und für JlSf (|) < 1 eine Folge von Werthen, 
die nicht mit denen von Q{^) übereinstimmen, und sich von diesen 
dadurch unterscheiden, dass cost< bei Q[^] im Nenner mit dem 
umgekehrten Zeichen von dem bei Q{x) auftritt. 

In dieser Bezeichnung sagt die Formel (a) dieses Paragraphen, dass 

ist, wenn iCf (|) »s 1 - man kann hinzufügen, dass (6) auch noch für 
Jf (^) > 1 besteht, wenn nur | einen reellen positiven Theil be- 
sitzt aber nicht reell ist; letztere Bedingung ist erforderlich, da- 
mit ^[1"^] endlich bleibt. Dies kann man zeigen, indem man 
wie oben auf die erzeugende Function zurückgeht, wobei zu 
bemerken ist, dass dann die Einführung von is für t nicht durch 
reelle Substitution geschieht. Man kann auch folgenden Weg ein- 
schlagen: 

Es ist die Differenz der Integrale 0"[r*] — 0"[l] d.h. 
, . /•* dt /*" dt 

/ (a?-costn/^^^^r^' / {x+coBtty^^^^f-^' 

zu betrachten, die sich in 

y^dt 



ß 



, (l+(x»~l)sin»tO"'^' 
zusammenzieht, wo %p die Differenz der (n+1)*^" Potenzen von 
(a?+cost« /x'— 1) und (a?— cost« ]/a?*— 1) vorstellt, also eine ganze 
Function von a?, ya:* — 1, cos«/^ genauer eine ganze Function von 
«, (a?*— l)8in*t<, diese noch multiplicirt mit cosü ]/a?'-— 1. Setzt 
man zunächst die reelle* Grösse isint< = y^ so wird das Integral 






„ (l+(i_a:')y')-+^ 



WO X eine ^anze Function von x und (yi/l— 1^)' bedeutet, die 
nach y böcbstena vom i^^ Grade ist. Da x nicht zugleich reell 
und >1 sein soU^ so znuss \—x^ entweder reell und positiv, oder 
imaginär werden^ Yl^a;* sei die Wurzel mit reellem positivem 
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§. 24, 19. 



Theüei (der reelle Theil kann unmöglicli Null seia). Macht man 
y]/l— rc* Ä Ä, 80 verwandelt sich das Integral in / — ^ | ,^^ , 

wo ijp eine ganze Function yon x bezeichnet, auch von » vom höch- 
stens n*^" Grade; die Integration ist über eine gerade Linie zu er- 
strecken^ die von ins Unendliche durch den Punkt }fl—x*sszm+ßi 
geht (§• 8); man kann dafür auch von auf reellem Wege bis 
ins Unendliche integrircn. Ist nämlich P = 9+ At irgend ein Punkt 




der bezeichneten Geraden , so dass a: ft ^= g:h, so wird 



y W ^ 



(1+*T'' 
für keinen Werth ä, der in dem Dreiecke APQ liegt, unendlich, 

also ist das Integral über AP vermehrt um das über PQ gleich dem 

über AO' • Das Integral über PQ ist 



=8 1 



ß9 



y(tg4-g)dg 



verschwindet also, wegen des Grades n von q>, für g^ oo. Die 
Integration darf daher über die verlängerte AQ , d. h. auf reellem 
Wege von bis oo ausgeführt werden. Ordnet man nun fp{%), wel- 
ches eine ganze Function von x war, nach Potenzen von x, so ent- 
steht auch nach der Integration eine ganze Function von x, die für 
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x=: cofkO bekannt; n&mlich wie man ans (a) weiss, mP"(co8^) ist 
Es muss daher die Differexßs (c) aUgemeja %nP*(x) seiu; immer 
vorausgesetzt; dass | nicht reell; also x nicht reell und grösser als 
1 genommen wird; in welchem Falle das eine Integral oo wäre. 

§. 25. Im §. 7 tritt neben d^m Integrale; welches (19) ent- 
spricht; ^n zweites verwandtes auf; im §. 8 wird die Gleichheit 
dieser Integrale durch eine Substitution direct gezeigt. Dieselbe 
Substitution verschafft eine zweite Form für Q, wie hier gezeigt 
werden soll; es wird nicht sogleich der Fall eines ganz beliebigen 
X behandelt; sondern zuerst die allgemeine Methode auf besondere 
Fälle angewandt; die sich aowohl dureh Einfachheit empfehlen; als 
«ach durch den Vortheil; den die einfaches Besultate an a&deren 
Stellen verschaffen. 

Der erste Fall sei det eines rein imaginären x; man mache 
x=: iy, und denke sich y reell und positiv. Wird dann gesetzt 

eosu = 2.^5i*i±l5E, 
y+C0Btiyy*+T 

sin 9^ 
t(y + costO/r+l) 



y-~oosi»yjf«+i -— — ,,^rrrr ^ 



du = 



mit der Bestimmung; dass ti = für <s=0 sei; so muss; wenn I 
von bis oo wächst; u immer wachsen f da -^ positiv bleibt^; und 
für f = cx) entsteht; ohne dass cosu je negativ geworden wärC; 
cosi«=s -7=Ä==r, sinw=s -7===-; 80 dass u der arccotcfv wird* 

welcher zwischen und ^n liegt. Hieraus ergiebt sich (y pos.) 



/ (y+co3«y/^^)"+* 






arc cotg y . „ 

(y^coBiiyy«+l)*rf«. 




Heine, Haodbucb d. Kugelfanctiooeiu 
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Der «weite besondere Fall Bei der eines positiven reeHen a?, 
weldkes grösser als 1 ist. In diesem Falle setze man 

COStW Ä ■ • ' Ä — — ; 

aj+cost^y^r* — 1 ^ 

. . . — tsini* «"— C-« 

— tsintti = 



aJ"f cosi^l^iP*— 1 



X — coBiuyx^ — 1 = 



du = 



jT+eosliy^a?'— 1 
di 



ar+cosilfi»*— 1 

und lat dnmiaeh wiederum eine reelle Substitotieni dorefa Sie malt 
erhält 



(20,a)... 0*(ar) =/" /* 



1) 



»+i 



=/ 



(x^C0B%uyx*—iydu, («> + !); 

u 

wenn die obere Grenze der reelle Logarttbmus der positiven Wur- 
zel ist. Tn der That; die vierte Gleichung zeigt, dass u mit t 
wächst; also positiv bleibt^ die erste und zweit«, dass e^ von 1 bis 

,/ a ■ t ~ l/"~r wächst. 

ya?* — 1 r x—l 

Der dritte besondere Fall, dass x reell und '<1 ist, erfordert 
schon eine imaginäre Substitution, weshalb er mit dem allgemeinen 
zugleich behandelt wird. 

Anmerk. Dieselben Substitutionen lassen sich bei beliebigen^ 
nicht ganzen und nicht positiven n anwenden; sind die Grenzen 
des Integrals nach t beliebig gegeben, nicht und oo, so fiadet 
man durch obige Gleichungen zwischen u und i das entsprechende u. 

^ §. 26. Es sei jetzt x eine beliebige Grösse, nur nicht rein 
imaginär oder reell und zugleich ]> 1 ; es ist fiir da^ Folgende 
bequemer, diese schon behandelten Fälle auszuschliessen, obgleich 
die Besultate ikm^ m diesen Fällen brauchbar bleiben. Der reelle 
Theil von x sei positiv, und x nnd "^x* — 1 mit gleichem Zei- 



«ben veneben; war dr as ooft^, so sei 'wtederum d<n also <; ^n 
und yx*—! Ä tsmtf. 

Setzt man x=i Cü9(d — at), «ad versteht unter a, wenn es 
nicht ist, eine positive Grosso (für ««=0 ist immer Ö<,0<,i9t 
zu neimien), ao wird d«r rcfelle Tfaeil Ton x gkieh eoi0«ooeot; 
da er positiv sein soll (Annabme); so liegt d ewiachen —\n und 
|ir. Es wird bei der Untersuchung yx^^-1, V'^+l; ix—1 vor- 
kommen, jede mit positivem reellen Tbeile; man kann zeigen; daaa 
das Produkt ya?+l."/a?— 1 zatt V«:* — 1 dem Zeichen nach, also 
überhaupt übereioatimist £b ist nämlich 

d. h. gleich dem Quadrate von 



1^2 

Werden die Wurzeln mit positivem reellen Theile genommen, so 
entsteht die Gleichung 

|/2/J±l — (ei«+c-i«)cos4fl+t(el«+c-i«)siniö 

ibidem f*"+^""*" immer positiv sein muss (a ist positiv) und eben** 

so cos^d (da d zwischen — ^a und \n liegt). Das doppelte Pro- 

daot der Iwiden Wnraeln hat als redien Tbeil 

(e« — e-«)cosö; 
ist daher positiv. 

War im besonderen Falle a=0, so setze man ^x+i = /2 . cos \0, 
yx— 1 = i^2.Än\d; das Product der Wurzeln ist dann genau 
yx' — 1, wie dieiie Wwzel genommen werden sollte, nämlich tsind. 

£I8 wird ferner 

j/^ZIl e« — 2cosÖ + e-"« ' 

der reelle Theil hat also das positive Zeichen, der imaginäre das um* 
gekört« voo 0; für a ss yerhält es sich ebenso mit dem imagi- 
H&rfu Theiky wKhrend dar reelle verschwiadet* 

Nach diesen Torlic^gcn Betriudi4angeii fiLbren wir fiir die 
QrbiBe t dmch dimdhen Glekhoiigen, wie im a weiten Falle de« 

5» 



68 L TkeiL Diittes Ka^I; §. 2&j 20. 

Yorigen Paragraphen eine Grösae u ein; den dort anfgeaiellteB 
Beziehungen zwischen u und I mag noch die einö 

zur besseren Uebersicht hinzugefügt werden. lEeraus ist klar dass 

e** von 1 bis ^. kommt, während t von bis oo; um aber u 

ya?— 1 ' 

selbst zu verfolgen; setze man 

wo p und 9 von t abhängen. Da x von der Form 

a?==Ä+tS8inö 
ist; wo R und 5 beide positiv sind (denn rr = cos(d-— at); und a 

positiv), j/a?'-— 1 aber, mithin auch a?+cost/|/a?'— 1, dieselbe Form 

hat, so wird (a?+co8t//a:* — 1)"^ gleich r — i^sind zu setzen sein, 

wenn auch r und 8 positiv sind. Hieraus folgt mit Hülfe des 

Ausdrucks von du 

dp+idq = (r— lÄSinö)*, 

d. h. p wächst fortwährend mit t, q wächst oder nimmt fortwährend 

ab, je nachdem negativ oder positiv ist. Ueber den reellen 

Theil von u ist man nun vollständig unterrichtet: er wächst von 

bis zu dem reellen Theile von log ^, Um q weiter zu ver- 

yx^ 

folgen, bilde man 

e«-.^-"* = {e^ — e-^){r—%$Äne), 

woraus, wenn die reellen und imaginären Theile geschieden werden, 

(cP — c-P) cos g = r (c* — c""*) 

{e^ + €"•'') sin j =5 — * (c* — e*^) sin d 

folgt; es bleibt daher cosg immer positiv, während sin f immer das 

Zeichen von —0 besitzt, d. h. des imaginären Theiles (s. o.) von 

^ > Da q von an wächst, so wird q nie seinen Quadranten 

yo?— 1 

verlassen können, und daher imter \n liegen. Es entsteht daraus 
folgende Regel um den Endwerth zu finden, zu weldiem u gelangt, 
wenn I von bis oc reell wächst; man sali, dass'ti ihn erreicht, 
während der reelle Theil immer positiv, der imaginäre immer positiv 
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oder immer negativ imaginär bleibt, aber jeder Theil die Richtang 
seiner Zunahme nicht ändert; d. h« immer in demselben Sinne wächst: 

Man suche den ^^g . - j wenn beiden Wurzeln ein posi- 

yo?— 1 

tiver reeller Theil gegeben wird; dessen imaginärer 
Theil unter — i liegt; dieser ist die obere Grenze. 

War im besonderen Falle x = cosd (und positiv); so gelten 
diese Schlüsse noch immer ; wenn für die Wurzeln "^x+l die 
früher angegebenen Werthe genommen werden. Dann findet man 

Va?+1 
. g= — icotg^^^ also wird der gehörige Logarithmus dieses 

yx — 1 

Quotienten 

— int+logcotg^ö. 

Um das Besultat beim allgemeinen Falle einfacher 
darzustellen; führe man fl\r x eine Art von Folarcoordinaten 
eiu; und setzC; mit Aufhebung der früheren Bedeutung von r und 

(o)... 0? = rcosÖ+t}/r*— Isinö; (— i«<Ö<^fi) 

(6) ... Y^-^ = cosöj/r'-l + trsinö 

wo unter r eine positive Grrösse verstanden wird; die grösser als 1 
ist; erlaubt ist diese Substition; weil 

1) die reellen Theile von x und yx*—l nie negativ werden; 

2) die beiden Formen (a) und (b) so zusammenhängen; dass 
(a)'-(6)'=l, 

3) r und ftir jedes x aufgefunden werden können. Es 
sind nämlich r und 0, geometrisch betrachtet; die bei der Ellipse 
übliche Art von Folarcoordinaten; um einen Punkt festzulegen der 
als rechtwinklige Coordinaten den reellen und den von t befreiten 
imaginären Theil von x hat; wenn die Excentricität der Ellipse 
= 1 ist 

Es wird dann 

ya?+l _ Yr'— 1 — tsing 
ya;— 1 r— cosö 



/ 
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also« 

/ N 1 ]^+^ 1 i/r+co8Ö . . 8inö 

(c) . . . log ^ ,__ = lofif V ^ — • t arc tang , = 

^ ^ ^ ^x—i ^ ^ r— cogö ^ yr«— 1 

wo der arctang zwischen —^n und {n zu nehmen ist. Fttr i*«! 

und ein positives 6 wird die Formel des speciellen Falles x =008 

erhalten. 

Da n eine ganze Zahl, also 

(x — cos iu . y«*—l)" dl* 

das Integral einer ganzen Function von cos tu ist, so ist es gleich- 
gültig; auf welchem Wege man von u s= bis zum Endwerthe 
integrirt; es ensteht sonach folgendes Endresultat: 

1) Bedeutet x eine beliebige Grösse mit positivem reeHen 
Theilc; die aber nicht zugleich reell und kleiner als 1 sein soll, 
und wird }/a?*— 1 mit demselben Zeichen wie x genommen, so ist 

(21)... Q-(«)=/' ^ ./;. . .„x 

y^ (x-{-co&%t.yx*—i) 
=5 / (x — Q09iu.]^x* — lydu, 



und zwar bezeichnet die obere Grenze den Logarithmus der mit 
positivem reellen Theile genommenen Wurzelgrösse, dessen imagi* 
närer Theil <i?i. Durch (a), (6), (e) wird dieser Logarithmus 
vollständig definirt. 

Der besondere Fall eines rein imaginären x = iy ist übrigens 
im Kesultate eingeschlossen; der Logarithmus wird dann — iarccotg^j, 

da man 0^=^71, ys^^/r* — 1 zu setzen hat: macht man noch m = — iv 
so entsteht der Werth (20) für 0**(a:). Für ein reelles x, welches 
grösser als 1 ist (Ö=0), ergeben sich die früheren Formeln von selbst. 

2) Ist im besonderen Falle a?=:cosÖ, und <i0 <dn, so 
gelten noch die Formeln ad 1), obwohl der Ausdruck des Satzes in 
Worten ad 1) ungenau wird. Für diesen Fall ist 

dt 



(21, a) ... 0"(cosÖ)=y^ 



^ (coBd+ifAndco&it) 



«+1 



(eoa $ — fsin cos iu) * du. 

u 



=/ 
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Dia ktote Forzo«! lätst Bick tiJbrigeaa in die Summe zweier Xn-* 
tegrale mit reellen Grenzeu zerlegen. In der Tbat> tbeilt man 
d«3 Integral In eines von bis — \ni, und eines von —ini bis 
— <|ni+ logcotg-^d, und fübrt im ersten statt u die Grösse t> durek 
die Gleichung uss — it, im zweiten durch u« —^ni+v ein, so 
erhält man 

(co8Ö+tsinÖBintr)*rf!5 



• f / (cos ö — f sin ö cos t?)" dv. 





Das erste Integral ist offenbar reell; während die zweite , — i als 
Factor enthaltende Grösse denselben imaginären Theil wie 

— — / (cosö — tsinöcosryrff?, 
ü ' 

d. h. den imaginären Theil — ^inP^^^ca^d) hat; wie man auch schon 
aus §. 24 weiss. Die früheren Untersuchungen machen die Be-» 
trachtung des Falles überflüssig^, in dem x einen negativen ireelleai 
Theil besitzt. 

Anmerk. In ähnlicher Art lässt sich (21) selbst behiandeln{ 
dass auch für ein beliebiges n dieselbe Belation zwischen d^ bei-: 
den Integralen besteht, beweist nutn nach der Methode; welche 
§. 8 in der Anmerkung auseinandergesetzt ist. Auch statt der 
Grenzen und oc von t kann man andere wählen, und findet 
durch die Gleichungen zwischen u und t die entsprechenden für u. 

§. 27. Ausser dem bisher behandelten Integralausdrucke, wel- 
cher zuerst in den Arbeiten des Verfassers*) auftritt, lässt sich 
noch eine Anzahl bemerkenswerther Formen für Q entwickeln. 
Zunächst sollen die wichtigsten Reihen abgeleitet werden, 
die Q entweder für gewisse Intervalle von x, wie die ursprüngliche 
§.22, oder tiberall darstellen. Man bedient sich dazu am besten 
der Differentialgleichung (9), die man in ihren verschiedenen For- 
men (§. 12) integrirt; hierbei werden zugleich Reihen für P, das 
zweite particuläre Integral derselben Gleichung auftreten, und man 

*) €relfe, Yoiimsl f. M. Bd. XLtI \mä Berieht aas den Verhandlungen der 
Freuss. Akademie d. W. zu Berlin aus dem Jahre« )iW 6, 5^6. 
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hftt 80 eine Quelle, aus der die Reihen des §.4 fliessen, während 
dort jede neue Entwickelung besondere Kunstgriffe erforderte. 

Zunächst entwickeln wir Q, welches schon §. 22 nach abstei- 
genden Potenzen von X geordnet war, nach aufsteigenden Po- 
tenzen von X, miit Hülfe von (9) in der ursprünglichen Form (o) 
des §. 12. 

Entwickelt man das Integral der Gleichung 

(a) (i-a,«)0-2^^4-«(«+l)» = O 

in eine aufsteigende Reihe, und setzt dazu 

z sss x^-^a^ a:«+^+ a^ 3?«+* + etc. , 
so ist a dadurch zu bestimmen, dass in (a), wenn für s die Reihe 
eingesetzt wird, die niedrigste Potenz von x verschwindet. Dies 
giebt a(a— 1) = 0, d. h. a = oder a ss 1, Allgemein wird 

a2n^2 = - 02« («+2« + l)(« + 2in+2) ' 

also das allgemeine Integral von (a) 

» = cM+kN, 
wo c und k willkürliche Constante und M und JV Reihen bezeich- 
nen, nämlich 

- ^^ ,_ n^),,^«(«-2)(j.+l)(«+3),«_ ,tc. 

JV= , _ (n-l) (n+2) ^,^ (n-1) (n-3) («+2) («+4) ^. _ ^^^_ 

^•t5 iB.o.4.0 • 

Von diesen Reihen bricht je eine bei x** ab, die erste für ein 
gerades n, die zweite für ein ungerades, und die nicht abbrechende 
wird nur bis a; = 1 convergiren, für a? = 1 unendlich (§. 17). Setzt 
man j;=:co8Ö, und denkt sich 0<:ö<<i^, indem sich das Re- 
sultat für den Fall ^n <Cd <in aus dem, welches man hier findet, 
sogleich ablesen lässt, so wird die abbrechende Reihe, bis auf einen 
constanten Factor gleich P"(cosö), während für geeignete Werthe 
von c und k 

O"(cosö) = cM+kN 
sein muss. Durch Vergleichung der Coefficienten von cos" 9 in P" 
und M oder N findet man 
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p-(«.0) = (-1)''-' V.'-.V.:.(.li) •'^- (»=^-+')- 

Um zu entdecken, welche Combination von M und JV gleich Q' d. h. 



/ 



M-t-l 



5 (cos0-f ^ sind cos t<) 

ist. bemerke man^ dass der imagmäre Theil von Q gleich — r-P 

»ein muss (§. 24), d. h. dass 

• "^ 

(?*(coe Ö) = *JV- Y^(coBÖ), (n = 2t») 

« 

0"(co8Ö) = cJtf-^/^(co8Ö), («=2m+l). 
Im zweiten Falle wird für cosd = (§. 24) 

im ersten Falle ergiebt sich k, wenn man bedenkt ^ dass 

= /" i' + /" ^1 

•-J (cos ö + i sin Ö cos t <)""*"* *^ (cosö — tsinöcosit)""*** 

ist; bringt man die Functionen unter den Integralen auf denselben 
Nenner (cos'ö+sin'öcos*!^)*''" , dividirt durch cosÖ, und macht dann 

7 ^T^hTz} also 

y (COSff) 

, 2.4.6. • • n .^ 
1.3.ö...(n-l)** • 

§. 28. Um die Integrale der Differentialgleichung (19) nach 
Potenzen von ]^a?* — 1 zu entwickeln, bediene man sich der 
Form (e) des §. 12. Es wird dazu (um die neue Veränderliche 
genau zu definiren) q == t|/j?*— 1 eingeführt, die Wurzel wie oben 
genommen; dadurch ergiebt sich 

(e) . . . g(g*-l)^ + (ig*-l)^ -«(«+1)^» = 0, 

eine Gleichung, die zuerst durch eine nach q absteigende Reihe 

e" + «t P*~* + ^4 P*"* + ^*<5- 
integrirt werden soll. Man findet durch die früher benutzten be- 
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kannten Methoden 

»(« + !) — w(n + l) = 0, 

d.h. a = », — (»+1); ferner 

(a — 2m) (g ^ 2m) 

(hm+2 02« („_„ + 2m + 2)(»+a-2i»-l) ' 

also die zwei particulären Lösungen ^ welche wieder als hypergeo- 
metrische Reihen auftreten: 

wenn man sich der Kürze halber des Zeichens F der hypergeo- 
metrischen Beihe (§. 17) bedient; Wde Reihen convergiren von 
^ = 1 bis ß = oo. Da P*(ip) nur die «'% (u — 2)** etc. Potenz 
von Q enthalten kann^ wenn man es nach absteigenden Potenzen wm 
Q entwickelt, Q* die — (»+!)*% —(«+3)'% etc., so muss Jlf und N 
bis auf constante Factorcn resp. mit P*(x) und Q*(x) überein- 
stimmen. Diese constanten Factoren bestimmen sich dmrcfa die 

Betrachtung, dass — ^ und x''-^^ff'(x) für x =^ oo die Wertiie 

1.3 .(2n-^J) und !'!"\o % r ^ während 4 "^d Nx-^^ tesp. 
1.2... « 1.3.,.(2»4-1) a;'» *^ 

die Werthe i* und i-*-^ annehmen. Es wird daher 

Würde man die Integrale der Gleichung (c) nach aufstei- 
genden Potenzen von q zu entwickeln versuchen, und dazu, 

wie §. 27 

« x= ^« + a, p«+2 ^ ^^ p«+4+ etc. 

setzen, so ergiebt sich a* = und 

_ {n — 2m){n+2m+l) 

daher eine, erste LOaung 
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Die Wuraeln der quiidratischaa Gleickung fUr a werden hier 
gleich, nämlich beide gleich 0; dies «eigt^ wie man aus den allge- 
meinen Prinzipien der Integration solcher Gleichungen *) weiss, 
dasB eine zweite Lösung die Form Mlogif+q hat, wo q eine Po- 
tenzreihe vorstellt. Diese erhält aber eine nicht elegante Gestalt, 
weshalb diese Untersuchungen nicht weiter verfolgt werden sollen. 
Das Historische über diese Reihen findet man bei den allgemeine« 
ren- ähnlichen Formeln im «weiten Theile« 

Durch Einführung von 1+a; u. dgl. als Veränderliche in die 
Gleichung (9) würde man auf Beihen geführtj die. nach Potenzen 
dieser Grössen fortschreiten. M. vergl. §. 51. 

§. 29. Die letzte Reihenentwicklung, die hier betrachtet wer- 
den soll, folgt aus (9) in der Form {g)y nämlich aus 

(g)... |'(l_|«)0_2|»^-»(«+l)(l-r)» = O; 

sie isuiterscbeidet sich von den früheren dadurch, dass. sie für alle 
Werftfae von | brauchbar ist Bisher war nicht bestimmt worden, 
welcher der beiden Werthe | sein solle; es wird nun festgesetzt, 
dass man für x die Grösse 

| = aj+yx«— 1 

einfuhrt, wenn x und ^x^ — 1 gliche Zeichen haben, das Zei* 
ch^Q von X übrigens beliebig ist: durch diese Festsetz.ungen wird 
M(^) > 1. Denn es ist 

folg^h hat eine von den zwei Grössen äj+]/x*— 1 einen Moduln», 
der grösser als 1 ist, jedenfalls aber x+'^x^—l einen grösseren 
ModttluB als 0? — ]/a?*— 1, folglich wird M(x+yx*—l) > 1. Aus- 
gwommen ist nur der Fall ajs=cosö/in welchem M(^) gerade 
gleich Jf (1""^), gleich 1 wird; in diesem Falle soll wie an den frü- 
heren Stellen yo;*— 1 positiv imaginär sein, so dass, wenn Jlf (|) = 1, 
mir solche Werthe | in Frage kommen, für wekhe | einen posi- 
tiven imaginären Theil hat. 

•) M. vergl. Eni er '8 Integralrechnung an ätt schon ohen bezeichneten 
Mky prablena 123. 



76 I. Tb eil. Dritte« Kapitel. 8.29, 22, 

Es ivird; um z nach abflteigenden Potenzen von | zu entwickeln; 

« = r + ö,r-'aJ«-'+etc. 
gesetzt; man findet dann 

a(a+l,) — w(«+l) = 
(n + l + 2m — ä){n+a — 2m) 

Ö2m+2 = (hm' 



d. h. die zwei particulären Lösungen 

Dass 

2.4.6... (2n) 
ist, weiss man schon aus §. 4, b; da ferner iV für | gleich unend- 
lich verschwindet, so kann sich, so lange wenigstens a;>l, d. h. 
|>1, iV von 0"(a?) nur durch einen constanten Factor & unter- 
scheiden. Multiplicirt man die Gleichung Q = kN mit a;*+* und 
setzt X = oo, so ergiebt sich 

1.2.3... n k 

1.3.5...(2n4-l)"' 2"+*' 

also, zunächst allerdings nur (§. 22), so lange x>l, 

Dieser Werth stimmt wie bewiesen werden soll genau mit dem 
0"(a?) tiberein, welches früher (§. 23, 19) durch ein Integral definirt 
war, und zwar für alle Werthe von x, auch für die, welche 
einen negativen reellen Theil besitzen oder solche die rein ima- 
ginär, positiv oder negativ sind: man hat nur genau darauf zu 
achten, welcher Werth | nach dem laufenden Paragraphen zu er- 
theilen ist. (Nämlich Jlf(|)>l, oder wenn | = e'^, 0<ö<n;.) Im 
§. 30 wird dieses direct bewiesen werden, indem man die Reihe (22) 
durch ein Integral summirt; hier zeigen wir dasselbe auf anderem 
Wege. 

[*Dass (die Reihe (22) convergirt, so lange Jr(|)>l, ist ohne 
weitere Untersuchung klar; ebenso sieht man ein, dass die Reihe 



'^ 
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Air 1» 1 gerade wie 0"(^) unettdlich wird. (§• 17, d. Nat>h der 
dortigen BezeicbnuBg ist a+ß-^f s= 0.) Ist endlidi | nicht gleich 
1; wohl aber Jlf(£)sl^ so convergirt die Beibe noch, wie wir 
durch ein Verfahren; welches dem am Schlüsse des §.17 ange- 
wandten ähnlich ist; zeigen wollen; man berücksichtige beim Be- 
weise, dass die unendlich entfernten Glieder der Reihe (nach §, 17, c) 
jedenfalls verschwinden. 

Um den Convergenzbeweis zu führen; wenn Jf(|) =s 1 ohne 
dass 1 = 1; setze man |~^ = £ und betrachte eine Beihe mit reellen 
CoefiScienten a 

öo+«if+«tr+etc,, 

welche die Bedingung erfbllt a«|.i> Om, Ooe ^ 0; es muss dann 

«0 + («i — «0 ) £+ etc. + (a«— a«-.i) C" == pm 
mit wachsendem m, so lange M(^) <. 1 ; einer endlichen Grenze P 
zustreben; die auch noch für Jir(^) = 1 nicht unendlich wird. Denn 
in diesem Falle haben die Glieder der Beihe als Moduln resp. 
ffg, (öß — «i); etc. (flU-i — a«); der Modulus einer Summe ist immer 
kleiner als die Summe der Moduln der Summanden; also ist ilf (pm) 
kleiner als 

Daher bleibt pm noch fUr jedes m endlich (als Gegensatz des un- 
endliiji Grossen); selbst wenn Jl!f(^ = 1; ebenso 

Das Glied o«, daher - — j;; convergirt zu für msoC; wenn nicht 

(^ = 1 ist; so dass die unendliche Beihe 

0^ + 04^+0,^*+ etc. 
die Summe ^ giebt; wodurch der Convergenzbeweis geliefert ist. 

Bleibt eine convergente nach | geordnete Potenzreihe bei 
Veränderung von | convergent; so hat sich die durch sie dar- 
gestellte Function; wie aus den Elementen der Beihenlehre folgt 
continiiirlieh geändert; .die dnrch (22) dargestellte Function; welche 
Qn heisf^ mag; bis der Beweis geliefert ist;, dass m ftbr jedes ar 



V 



78 I* Tlieil. BrHtet Kft|»ilel. §. 29, '^1 

mit 0*(^) übereimfimmt, ändert sich also contiiraTplioh; ir«in ^ 
T<m einem Werthe^ dessen Modulus 1, der aber nicht selbst 1 ist^ 
continuirlich wächst. Dieselbe Eigenschaft besits^ aber 0*[|] (§*24, 
Anmcrk.); denn der Nenner im Integral verschwindet nur {s. eben- 
daselbst) wenn § reell und ^1, also für einen Werth von | der 
hier nicht in Betracht kommt. Daher ist jenes Integral^ aswischen 
< = und einer beliebig grossen endlichen Ghrenze g genommen^ 
eontinmriich; der Modulus des Integrales von g bis oc wird mit 
wachsendem g beliebig klein ^ also das ganze Integral continuir- 
lich; monogen und monodrom für alle | von il!f(|)s;l inei.^ ausge- 
schlössen | = 1 , bis ilf (|) = c». Für | > 1 , also flir Jlf (|) > 1 
stimmt Qn mit 0*[S} übereb; also auch fUr JKf(|) s= 1, (selbst wenn 
der imaginäre Tbeil von | negativ genommen wird) wegen der 
Continuität, Aber Q"[|] = (?"(a;) für ein | dessen Modulos > 1^ 
und anci;i dessen Modulus s= i, wenn der imaginäre Theil im 
letzten Falle positiv genommen wird; folglbh ist wirklich die 
Reibe Q» für jedes x gleich der durch (19) definirten Function 

Dass das oben erwähnte Integral 



/ 



((|*+1) + C08»<(r-1))"-*-' 

wirklich mit wachsendem g verschwindet^ erkennt man sogleich^ 
wenn man durch die Substitution e^ = z die Function unter dem 
Integrale zu einer rationalen nach » macht; deren Zähler vom nur 
»**", deren Nenner vom 2» +2*«" Grade ist.] 

Aus den obigen Betrachtungen folgt also: Welches Zeichen 
auch X hat, wird nurj^^a;* — 1 mit demselben Zeichen wi# x 
genommen, oder positiv imaginär wenn x reell und <1, 
immer ist die durch (22) gegebene Function Q'^ix), so- 
bald ^ = a; + "|/a?*— 1 gemacht wird, gleich derim§.23 durch 
(19) definirten 

/OD Ja 

Man fasse (22) aooh einmal ine Ange, wenn sc =x cm0, bIbo 
ftr I <» e'^ (0 < < n). Für diesen FaU aerfiOIt Q'(») Baeh (2S) 
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in zwei Tlieiie; emen reellen A nni eitteti itEmginüren '^Bi, so dass 
iro 

während B die Beihe wird; die aus obiger darch Vertauschung 
aller Cosinus mit Sinus entsteht. Diese ist aber nach (15) gleich 
intP"(cosd), so dass man wiederum findet 

(?*(cosÖ) = il— i^»P"(cosö). 
Man vergL §. 34; « «ntl die (a) unmittelbar folgenden Entwicke- 
langen. 

§. 30. Der directe Beweis der Gleichung (22) für alle Werthe 
von X mit beliebigekn Zeichen ; auf den im torigen Paragraphen 
hingewiesen wurde; lässt sich durch das Verfahren geben; welches 
Eni er *) zur Summatiou von Beihen durch bestimmte Integrale 
anwendet. Zu diesem Zwecke bedient maa sich der bekannten 
Formel, welche die Eul er* sehen Integrale erster Gattung durch 
Sk «weite Gattung JT oder JT ausdrückt 

und welche ein positives a und b voraussetzti Mit Hülfe derselben 
ergiebt sich der Ausdruck des Integrals 

doroh eine hypergeometrische Beihe; entwibkelt man nämlich 

nach dem binomischen Lehrsatze in eine nach Potenzen von tt|~^ 
aa&teigen4e Beihe, die convergirt, so lange Jlf (ti|^^); wie hier ge- 
schieht; nicht 1 überschreitet (denn M(^) sinkt nie unter 1), so 
wird das Integral der Summe der Glieder gleich der Summe der 
Integrale I wenn diese nÄmlich eine Summe besitsien, also (b) ver« 
mittelst (a) gleioh 

*) insütisdoiies Cdtmti integnlis YolIIy 0ect.I, Cap.XL 
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Um diegen Ausdruck mit (22) in UebereinstimmuDg zu bringen/ 
setze mau a = i, ß =s n-^-l] dass (ü) dann noch flLr ein ^, dessen 
Modulus 1 ist (aber nicht | ^= 1) convergirt; weiss man bereits aus 
§. 29. Multiplicirt man endlich noch mit 1""""* so wird eine Glei- 
chung erhalten deren linke Seite 

y V* (1 - uY (l ^ jy'du 

durch die Substitution 

fj— 1 1 + u ^ 2 



in 



f 



it> 



[ö4)+'0-4)r ^^■ 



endlich durch die Substitution d = co8t< in 

dt 



f: 



übergeht. Die rechte Seite stimmt aber mit der von (22) über- 
eiu; da 

Tl('-\)Tln _ 2.4... (2w) 
-nf(«+i) "" '1.3...(2»+1)* 
* §. 31. Im Vorhergehenden ist die Differentialgleichung (9) 
für alle Werthe von x durch zwei particuläre Integrale P und Q, 
die für jedes x vollständig definirt waren ^ und dadurch das all- 
gemeine Integral gefunden. P als ganze Function von x bleibt 
stetig; nicht aber Qy man mag es als Function von x oder | be- 
trachten (§. 24; Anmerk.). Der Vollständigkeit halber soll jetzt die 
Frage behandelt werden: Wie setzt sich eine Function ä, welche 
der Differentialgleichung (9) genügt und in einem beliebig kleinen 
Intervalle von x gegeben ist; auf einem beliebig gegebenen Wege x, 
der nicht durch den Punkt 1 führt; continuirlich fort, so dass sie 
nie aufhört, der Differentialgleichung zu genügen? Nach der obigen 
Bemerkung über P ist es nur nöthig; die Fortsetzung von Q zu 
betrachten; aus den allgemeinen Prinzipien folgt aucb^ daaa wenn 
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man mit Q'^ix) von ii^nd wtemx, es hei x:s=x^, attBgeht desa^ti 
Modulas >>1; man für jedes andere x = x^ wieder dieselbe Function 
P"(iP,) erhält; so lange Jlf(a?,)>» 1, und wenn der Weg, welcher 
von X zu 0?, führte, nicht in den Kreis eindringt, welcher mit dem 
Radius 1 um den Anfangspunkt beschrieben ist (kürzer ausgedrückt, 
wenn immer M{x)>l bleibt); dieser Kreis enthält nämlich die 
sämmtlichen Unstetigkeitspunkte von Q. 

Die anscheinenden Schwierigkeiten dieser Frage, welche eine 
Differentialgleichung zweiter Ordnung betrifft, verschwinden, da 
man ein stetiges Integral dieser Gleiehung kennt, welches eine ganze 
Function von x ist. Abel*) hat nämlich eine Methode angegeben; 
die allerdings im wesentlichen schon von Euler**) herrührt und 
seither grosse Verallgemeinerungen erfahren hat, um ein zweitea 
Integral einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung durch 
ein gegebenes erstes auszudrücken. Ist z irgend ein Integral der 
Qleibhung 

(a)... (l_x')^-2x^+n(n+ 1)8=0, 

der auch P"(^) genügt, so dass 

d^P dP 

(6)... (i_^.,__2x-+„(„+l)P-0, 

80 ergiebt sich, indem man ((i).P — (6).ä bildet, 

(1 ^ ^ fp^^ —^ — 2 fp~^ ^^ — n 
dx\dx dxy \ dx dxJ^ ' 

also wenn c eine Constante bezeichnet, 

j^d:i dP c 

dx dx X —1 ' 

endlich nach Division durch P* und darauf folgender Integration 

nach X, 

z ^ r dx 

Soll » für ein x welches >• 1, mit Q* übereinstimmen, so muss das 
Integral für a? = oo verschwinden, und ausserdem (§.22) die C(m- 



*) Grelle, Jonmal f. Matb. Bd. II, S. 22: Ueber einige bestimmte Integrale. 
^) Iiurtttiitioiies Cftltiidi intognlia YoLIf, Sectio I, oap.IV, problema 104. 
Heiae, Handbuch d. KugelfVinctionen. g 
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stanta'C bo bestimmt werden , dass Ittr o^« oo 






g^®^^^ -i q" /o . ..X wird. Nun ist für x = oo 

^■(„..-.«•4:^J), 

t 

ferner der Werth von 

1 /^ ^ dx 

nach angestellter, bei solchen Untersuchungen üblicher Differentia- 
tion gleich 

(2»-fl) x*^l\pJ 
oder gleich 



1 /1.2... w y 
(2i»+l) Vl.3...(2» — IK 



(2i»+l) \1.3...(2» — 1> 
folglich cs= — 1, also endlich 

da; 



(c)... ^^r{x)r~- 



Die Aufgabe die Function s^ welche der Differentialgleichung ge- 
nügt und fllr Werthe x>\ mit Q übereinstimmt, zn verfolgen, 
während x verschiedene Wege einschlägt, ist also auf Betrachtung 
dieses Integrals (c) reducirt. Die Unstetigkeitspunkte, welche in 
Betracht kommen können, sind daher o? = +1, und x^=^ a, ß^ etc., 
wenn durch diese Buchstaben die Wurzeln der Gleichung P"(a:) = 
bezeichnet werden, die (§.9 und 11) sämmtlich reell, kleiner als 
1 und verschieden sind; es wird sieh zeigen, dass durch die be- 
sondere Natur der Function nur die kritischen Funkte +1 in Be- 
tracht kommen. 

Zerlegt man die Function unter dem Integralzeichen in Partial- 
brüche, so wird sie die Form annehmen 

wenn sich die Summenzeichen auf alle Wurzeln a, ß, etc. beziehen; 
es ändert demnach das Integral, wenn x irgend einen vpn den 
11+2 kritisohen Funkten umkreist, jedesaial seinen Werth um 2n% 



mit c, k oder dem betr^fSanden B, und daher kdante 



2 

man glauben , dass x keine Function von ^ sei: anders gestaltet 

sich aber das VeHiSltniss dadurch, dass sämmtliche B verschwinden. 
Bestimmt man nimlich c, k, A und B, so ergiebt sich 

sho sunächst 

wenn man mit Forllassung des Index ii unter P'{x) den DifferMtial* 
quotienten ^, - versteht, um nun auch B zu ermitteln, setse man 



v<*) = iiZT*(T(if)' 



so dass 9/(«) au suchen bleibt. Differentiirt man log^rithmisch, 

so wird 

^(x) _ X 1 P'jx) 

2^(x) "" x^—l ^ x-^m P{x) ' 
Für x==a bleibt w(x) und -^ endlich, während ^(^)-(«---«)^W 

sieh in } verwandelt. Die erste Differentiation giebt als Wertb 
des Anadmoks 



P(x)+{X'-a)P'(x) 



, (««a), 



die Bweite — ^p,. [ •, so dass 

2i"(a) 



2f(«) '^a'-^l"^2l»'{a) 
erhalten wird. Bringt man die rechte Seite auf gleiche Benen- 
nung, 80 wird derZftUer (a^— •l)F'(0)-|-2ci/'(a), und dieses durch 
die Differentialgleichung ii(ii4-l)P(a) also 0; daher verschwindet 
^(a) oder B«. Es wird demnach 

(ä)... . = 4ii-(.)iogJ±i+P>)S^, 

WO log T durch das Integral 
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dx 



«•••/'Ä-/ 



X+\ 

für asä oo definirt ist. Es ändert sich also « nnr bei Umkrei- 
sung der Punkte +1 um +»«'^(a?). 

Die Formeln {d) und (e) geben das Mittel an die Hand, zu 
bestimmen um wie viel ganze Vielfache von niP sieh % nach Zu- 
rücklegung irgend eines Weges von Q unterscheidet; es toll diese 

/dx 
— 
X 

schon lange erledigt ist und hier keine weitere Anwendung findet, 
verlassen, und nur das Resultat in den folgenden Paragraphen ge- 
nonmien werden, dass flLr ein x, dessen Modulus grösser als 1 ist, 

gesetzt werden kann, wo Ä" eine ganze Function (vom n — 1^" Grade) 
bezeichnet. Wäre M{x)<il angenommen, so hätte man offenbar 
eine ähnliche Formel. 

§. 32. Der vorige Paragraph lieferte als besonderen Fall eine 
Gleichung (/*), die schon im §. 21 abgeleitet war, und welche gilt, 
so lange M{x)>l, Die ganze Function Ä** ist zwar durch die 
Untersuchungen an jenen Stellen vollständig bestimmt, man kann 
sie aber noch, wie Christoffel*) in der schon früher erwähnten 
Arbeit gezeigt hat, in eine besonders elegante Form bringen. 
Um diese zu finden > setze man in die Differentialgleichung (9) 

für « den Ausdruck 



,«.riog|±i-Ä 



» 



a?4-l 
«in; der Factor von ilog- — r im Resultate ist dann 

X '~~ A 

« 

daher =0^ und es bleibt «ur Bestimmung der ganzen Function A 



*) Dissertatio inanguralis p. 64. M, vergl, auch 4ie Arbeit desselben Ver- 
ÜMsers: Borchardt, Journal f. Math. Bd. LY. S. 68. 
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die Gleichung 

oder nach (17) 

= 2[(2«— l)P""*+(2fi — 5)i»^+(2» — 9i)i»*"*+ etc.]. 
Man entwickele nun ß* in eine Beihe von Kugelfunctionen 

Ä" = JSo^P"-", 

m 

und bestimme die Coefficienten a; da die linke Seite von (a), wenn 
P""""* für Ä" geschrieben wird, sich in m(2«+l — i»)P*'"^ ver- 
wandelt, so sind die a so zu bestimmen dass 

2:m(2» + l— i»)a^P"""^=2-S'(2w-4p— 1)F~'''"*, 

m p 

d. h. es wird a^,, a,, a^ etc. gleich 0, und 

^ ^ (2n-4p-l) 

Man hat demnach die Endformel 

(23) ; . . Q'(x) = iP'ixnog ^-Ä", (M(x) > 1); 

(23, a) Ä =-— i^ <^^+3(;jrr)^ ^*^+5(;r:¥)^ (^)+«te.. 

die Reihe bis incl. P" oder P* fortgesetzt. 

Anmerk. Ist Jlf (a:) <: 1 , so wird die gleiche Formel gelten,. 

wenn nur log j nach Anweisung des §. 31 gehörig definirt ist 

, §. 33. Die Formel (23) hat, wie bereits §. 21 erwähnt wurde, 
Gauss zuerst angegeben. Neumann (der Vater) kommt*) zu 
derselben von einem Integralausdruck für 0" ausgehend, der, so 
lange M(x) > 1 mit der bei uns definirten Function Q"* überein- 
stimmt, für andere Werthe sich von ihr nur um ganze Vielfache 
von inP^ unterscheiden kann. (Das Letztere sieht man aus den Be- 
trachtungen des §. 31 sogleich ein.) Man findet das Integral 



*) Grelle, Journ. f. Math. Bd. XXXVII S. 24: Entwicklung der in ellipti« 
sehen Coordinaten ausgedrückten reciproken Entfernung zweier Punkte in Beihen, 
welche nach dem Laplac ersehen Y** fortschreiten, und Anwendung dieser Kei- 
lten sar Bestimmung des magnetischen Zustandes eines Rotationsellipsoids , wel- 
cher durch vertheilende Kräfte erregt ist. 
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Ton Neumann leicht aus (14) 



^—y 11=0 

indem man nach (11) den Coef&cienten von P"(y) in dieser Ebt- 
wickelutig nach P durch die Gleichung 

(24) ... Q^{x)^ir^dy 

bestimmt. Um von diesem Ausdruck auf die Form (23) zu kom- 
men, setae man die rechte Seite von (24) in 

um; der erste Theil ist das Integral einer ganzen Function von x 
und y, vom Grade n—\ nach jeder dieser beiden Grössen, hat also 
die Form — Ä*, wenn R eine ganze Function (n — !)*••* Grades 
nach X, wie oben vorstellt. Der zweite Theil giebt unmittelbar 

iP"(^)logJ±i. 

Die Formel (24) hat Jacobi*) wesentlich verallgemeinert, 
indett ^r. sie auf Integrale von Differentialgleichungen hjp^xgeö- 
metrischer Keihen übertrug. 

§. 34. Die Kugelfunctionen erster Art wurden im §. 5 als viel- 
fache Differentialquotienten einer Grösse dargestellt, zugleich auch 
die Methoden von Legendr e und Ivory erwähnt, welche die 
Differentialgleichung der Kugelfunctionen behandeln. In den fol- 
genden Paragraphen werden die Betrachtungen dieser Autoren, 
nur den gegenwärtigen Zwecken gemäss verarbeitet vorgeflihrty 
und vorzugsweise zur Ableitung ähnlicher Kesultate für die 
Q benutzt. Es ergiebt sich hieraus zunächst, dass Q" sich als ein 
fifaches Integral einer einfachen Function darstellen lässt; für 
die ganze Function «**" Grades P* ist dasselbe ohne weitere Unter- 
suchung klar, indem der n*® Differentialquotient von P" eine Con- 
stante wird. Um Weitläufigkeiten zu vermeiden stelle man sich 
M{x) >> 1 vor. 



*) Borckardt, Joam. f. Math. Bd.Lyi, S. 154, §.2: Unteraudiungen über 
die DiiTerentialgleicliang der hTpergeometriflohen Reihe. 
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Differentiirt man die Differeotialgleichuiig 

(9)... (l-a?«)^-2x^ + n(rt+l)» = 

ifimal nach z, und setzt den m^^^ Differentlalqaolienten von » nach 
X gleich «"*^ so entsteht eine Gleichung von der Form 

deren Coefficienten A und £ man leicht durch die Betrachtung 

bestimmt^ dass Ä^=2y i4i = 4, etc. Am = 2+Am~~i d. h. j4« = 2(i»-fl) 

ist. Femer wird B^^n{n+1), allgemein B» = Ä«-i — il«_i, also 

Äm-i == Äm-2 — i4iii-2, ctc. Bj = JB,, — il^j dahcr hat man 

B^ = J»,-(^,+i4i + -+^— i) 
oder 

B^ = »(n+l) — fii(i»+l) = (» — m)(n+m+l). 

Die Differentialgleichung für «"" ist also 
(25) ... {l^x')^^2{m+l)af-^ + (n^m){n+m+l)i^^0. 

Für m = it ist die eine Lösung dieser Gleichung eine Con- 
stante^ die andere wird durch 

'"»S == -(»+i)i<»g(a^*-i) 

oder 



/* de 

= et r- 

*/ (x*-l] 



(x»-l)"+* 

gegeben. Da is = P* und s*sQ' particalftre Integrale von (9) 
sind, so \7ird, bei gehörig bestimmten Constanten 

dx eTQ' 



'/-, 



sein müssen. Benutzt man den Beihenausdruck für Q*^, so ist klar^ 
dass Q und seine aämmtlichen Differentialquotienten also auch Q" 
für o; = CO verschwinden; das Integral ist daher von a; ?= oo an 

zu nehmen. Ferner beginnt -j— — mit ^ — r7T-^'^^'*'^^\ es ist also 

° cte* {2n+l) ' 

c so zu bestimmen^ dass für x = oo 
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d.h. — c = (— 2)"iT« wird. Man hat also 

und 

wenn das Zeichen cte"+* eine (w+l) fache, jedesmal von x == oo 
beginnende Integration anzeigt. 

Anmerk. Um die Gleichung für s"^ vollständig zu iotegriren 
wenn m>n, kann man nicht in ganz gleicher Art fortfahret^ , in- 
dem zwar für I» = »+p+l 

J5»»+P+l =: i L 

noch immer eine Lösung bleibt, aber die zweite particuläre Lö- 
sung P von (9) durch mehr als nmalige Differentiation 0, also 
kein neues particnläres Integral giebt. Man gehe deshalb von (25) 
für m = «+1 auS; also von der Gleichung für »*+^ 

von der nur ein particuläres Integral (1— x*)~*~^ bekannt ist Er- 
mittelt man durch Euler's oder AbeTs Methoden (§. 31) das 
zweite, so wird das vollständige 

i5«+i -j 1-^ /(l~a?VAr 

und «••+P+* der p*^ Differentialquotient hiervon. 

§. 35. Eine Integration von (9) giebt entsprechende Re- 
sultate ; ähnlich wie die Gleichung (25) lässt sich erweisen, dass 

(25,a) ..: (l-o:«) ^ + 2(m-l)a?^+(«-w4-l)(n+w)»« = 

durch mfache Differentiation (9) giebt, wenn . ^ gleich a gesetzt 

wird. Für m = n ist (x'— 1)" eine Lösung dieser Gleichung, eine 
zweite 



(x«-l)' 
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woraus sich als ToUstöndiges Integral von (9) erg^ebt: 

Es muss also bei gehörig bestimmter Constante c der erste Summand, 
als ganze Function, f^ix) darstellen; wie man auch bereits aus §. 5 
weiss, der zweite, da er filr a? = oo verschwindet, bei passender 
Wahl von k die Function Q'^ix) geben. Wie früher sucht man 
den passenden Werth von k und findet 

1.3...(2«— 1) 
also einen zweiten Ausdruck von Q: 

Die Gleichsetzung von (a) in §.34 und hier giebt 

Die Darstellung von 0* durch einen «'*" Differentialqüotienten 
ist vom Verfasser*) nur angedeutet, von Bertram**) aber erst 
vollständig ausgeführt worden. Letzterer hat auch die Formel (b) 
gegeben (S. 11. Man berichtige dort den offenbaren Druckfehler 
in den numerischen Coefficienten). 

§.36. Jacobi ***) hat eine meric würdige seither oft be* 
nutzte Formel für sinmd entwickelt, die sich durch ganz ahn* 
liehe Behandlung einer Differentialgleichung beweisen lässt. Wird 
y =^ eiumdy (0<:ö-<ä) gesetzt, ferner co8Ö = a: gemacht und be- 
zeichnet m eine ganze positive Zahl, so genügt y der Differential? 
gleichnng 

die durch Eiinführung von x (^r 6 m 



*) Grelle, Journ. f, Math. Bd. XXVf, Anmerk. 1, Formel 22. 
**) Jahresbericht über die Königstädtische Bealschule. Berlin 1855: Zur 
Theorie der Kugelfunctionen S. 9, Formel 12. 

***) Grelle, Journ. f. Math. Bd. XV: Formula transformationis integralium 
pag. 4. 
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übergeht. Eine nmalige Integration Ttoschafit ah Gleichung fiir 
eine Grösse y»^ welche durch nmalige Differentiation nach 2; in y 
übergeht: 

Air f» st m ist das eine Integral derselben eine Constante, ein anderes 

(1-x*) 2 dx, 
so dass der ursprünglichen Gleichung (a) jedenfdis 






genügt; während (a) andrerseits durch 

y BS acosM^+ftsinm^y 
wo a und b Constante bezeichnen ^ vollständig integrirt wird, und 
bei gehöriger Wahl dieser Constanten die beiden Werthe von y 
übereinstimmen müssen. Für es ist x = 1, und der (0»— 1/^ 
Differentialquotient einer Function von der Form (l — x')**~ mal 
"^l—x* jedenfalls 0; daher muss a gleich Null sein, und der obige 
Werth von y ist nur 6sinm^. Dividirt man durch 8ind= y^l— o;* 
und setzt gleich 0, so wird auf der einen Seite mb erhalten; 



das BesuUat auf der anderen Seite wird der Goefficient von ^, . . 

11 [fn — 1; 

in der Entwiekelung von 

nach Potenzen von h, (\Xt x = 1. Die zu potenÄirende Grösse 
bringe man in die Form 1 — x* — (2a; + Ä)Ä und entwickele dann 
nach dem binomischen Lehreatze; das letzte Glied welches einen 

■ m— 1 

Beitracr zu dem Coefficienten von -= --, liefern kann ist dann 

^_ ,-,(2,»-lH2m-3)...6.3 ?^ ii2x+h)k) 

Während die früheren Glieder höhere Potenzen von ^1— a?' im 
Zähler enthielten; also für x=l verschwinden. £& bleibt daher 
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ffk xssl nar der Beitrag dieses Gliedes, also die GMeiehung 

mb = (—!)"*•*. 3.5. ..(2m— 1), 
80 dluss schliesslich erhalten wird: 

(26)-.. -;r^==^ 1.3.6.. .(21,1-1) Hi^A^^"'"^^ >> 



wenn a)=co8Ö, 0<ö<«, und (1—«*)""^" die (2m— ly^ Potenz 
der positiven Orösse yi— a?' bezeichnet; die Zeichen Air die an- 
deren Werthe Ton ergeben sich dann von selbst. 

Die Gleichung (26) ist etwa auf diese Art, mit Benutzung der 
DiffsfBDtialgleiebQDg, von Liouville*) abgeleitety während Jacobi 
den Ausdruck (26) fand, indem er direct den (m— l)*^*^ Differential- 
quotienten vermittelst einer Formel von Lacroix bildete. 

§. 37. Bequemer erhält man die Darstellung der Lösungen 
als it**^' Differentialquotienten durch Ivory's Verfahren; welches 
hier sogleich in der Verallgemeinerung von Jacobi **) mitge- 
tbeilt werden soll. 

Bereits Euler*^**) hat gezeigt; dass die hypergeometrische 
Beihe y ^ss F{a, ß, yy ti) der Differentialgleichung 

«(i-«)-0+(y~(«+/J+i)«)^~«i«y = 

genügt; wird eines der beiden ersten Elemente «, ßy eine negative 
ganze Zahl — ii; und nur dann bricht die Reihe ab, so dass 

w(i-«)£?+(y-(«+i~«)«)5+»«y«o 

durch eine solche hypergeometrische Reihe erföllt wird, welche 
Zugleich eine ganze Function n**** Grades von u ist. Jacobi be- 
handelt die vorstehende Form der Gleichung; hier soll sie vorher 

durch die Substitution u = — ^ in eine andere Gestalt gebracht 

werden^ in welcher dieselbe sich den hier vorkommenden Giei« 
chungen näher anschliesst; nämlich in 



*) LionTiU«, Journal de Mstli. Tom. VI: Sor ime fonnule de H. Jacolbi, 
pai;. 69. 

**) Boroliardt, Journ. t Math. Bd. LVI (Zur hypergeom. Keihe §.3.). 
*M) Institut. Calc. integr. ToLH, Sect.l, Gap.X, pmbi. 130. 
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oder, wenn fbr a und y andere Bach«taben eingeführt werden, in 
(27) ... {l-x*)^+(a-bx)^+tt{b+n-l)y = 0, 

Diese Gleichung untersuchen wir nun; ohne das bisher in diesem 

Paragraphen Gesagte vorauszusetzen. 

dTy 
DiiBFerentilrt man (27) nach x und macht y"* = 'T'^> *^ ®°^ 

steht 

(ä) ... (i--a?«)^|!l + (a--(2iiH-ft)«)"^+ 0. 

Hieraus folgt sogleich , dass für m = n ein Integral von (a) eine 
Constante, dass also eines von (27) eine ganze Function von x ist; 
diese und ihre DifFerentialquotienten sollen nun weiter betrachtet 
werden. 

Die linke Seite von (a) lässt sich durch Zusammenfassen der 
beiden ersten Glieder in ähnlicher Art umformen; wie früher (§. 12) 
die Gleichung (9) aus der ursprünglichen" Gestalt (a) in (fr) ver- 
wandelt wurde. Macht man zur Abkürzung 

tn-i-i :;: — . m— 1 4- — ^ — 

M» = (l-x) "^ * (l+x) "^ ' , 
so gebt (a) nach Multiplication durch Xm in 

(b) ... ^(*^,y"+») = -in-m)(tt+m+b-l)M,y 
über. Diese Formel wende man hintereinander auf die Fälle 

I 

iw = 0; 1; 2 etc. bis (n—l) an; im letzterem Falle ist y"'+* eine 
Constante: es wird dann M^y durch den ersten Differentialquo- 
tienten von M^ y'; also den zweiten von M^ %f\ etc. endlich den »**^" 
von Mn^ oder von iHf» ausgedrückt; und man erhält; dass jede 
ganze Function «*•" Grades y, welche (27) integrirt, die Form 

(c) ... i¥,y=rÄ-^(itf„) 

hat, wo * eine willkürliche Constante bezeichnet. Für = und 
fr s= 2 giebt (c) unmittelbar I vor; 's Resultat nach seiner Methode 
abgeleitet; dass nämlich 



ist. Bleiben a und b allgemeiD^ so hat man Jacobi's Besultat; 
die Darstellung einer -gewissen, noch näher tn betrachtenden gan- 
zen Function durch einen vielfachen DifferentialquotienteD. 

Um dieselbe »ii£Eiis«cbeai integrirt qumi (27) dntfih eia^.pacli 
Potenzen von u aufsteigende Reihe und fifidet 

6 — a 1 — x^ 



y^F(--n, 6 + «-l, — ^, -— ?), 



also 



6— fl— 2 *+a-2 



(28)... {l-x) -^ "(1+x) « F(-u,b+n-l,ir^,L^) 

« 

Durch Yergleichung der Coefficienten von den höchsten Potenzen 
von X auf beiden Säten findet man sehliesslich 

. ^ (-ir . 

(6— a)(6— a-t-2) ... (6— a+2ii— 2) ' 
§. 38« Die früheren Formeln, auf specielle Fälle angewandt, 
geben interessante Resultate, von denen einige hier zusamn^enge- 
Btellt werden sollen. 

I 

Man betrachte die Werthe von Q*{x) in den verschiedenen 
Fällen. Aus (20) folgt, dass für ein positives reelles y, also fUr 
ein positives rein imaginäres x 

/** dt 

(a)... Q\%y)^—U — -—;.===: = — iarccotgy 

•/, y+cosU.yy*+l 

ist, wenn der arc. zwischen und \n liegt. Es würde 

also = larc cotgy sein. Das Integral (a) geht durch Vertauschnng 
von cos»/ mit — cos it in 

dt 



f 



= arc cotgy — n 



{ y— co»»</y*+l 

über (§. 24, 6). Ist x reell, positiv und >1, so wird femer 
naeh (20, a). 
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(6)... Q'(x)=/' .f;*.-.^ = iog/^> 

•ö a?+co8t^ya;*— 1 «^ r a?— i 

wttbremd O^C—o?) gleich logl/^^ wäre, I»t femer o; reell a»4 

< 1; alflo X s: co8(?, und < Ö < it, bo wird, wie man allerdings 
•eboQ aus (19) findet , aber weit bequemer ans (21, a) 

d m 



(C) ... Q'{COB0) =: r ^^.V ^ rr = log COtg^ 



, 2 



I. 



Dag Integral (b) verliert seine Bedeutung, wenn das Zeichen ron 
cost^ umgekehrt wird; dagegen wird 

J cosö-iBinöcosi/ "l^g^^^T+y- 

Bleibt endlich x allgemein und mit positivem reellem Theile, 
so giebt (21) 

wo man den Logaritbmiu so zu nehmen bat> das« 

und der arc. kleiner als +|^ gewählt werden muss; hierbei ist ^ 
in die Form 

X = rcosö+iy'r'-^l sinÖ, (— i;KÖ<in) 
^0?*— i = cos 6 }/r*— -1 + ir sip ö 
gebracht Man erhält auch iu diesem Falle 

r — ^_=.=.iogi/in+..-, 

wo der Logarithmus wie oben zu nehmen ist 

Q^ ergiebt sieh dann immer durch die Gleichung 

M. vergL hier S. 62. 

Endlich ist, noch zu erwähnen, dass man Q auch die Form 

geben kann, was ohne eingehenden Beweis klar seiii wird. 
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Diese einfachen Formeln gestatten die Bebandlang des Aiw- 

druck es 



V a+6cost< 



+6< 

—00 

a 



keine Bedeutung hat derselbe offenbar nur und immer; wenn ^ 

zugleich reell; negativ und grösser als 1 ist; in allen übrigen Fällen 
Sndet naan seinen Werth auf der Stelle ; indem man auf beides 
Seiten mit y«"— i» muhiplicirt; wodurch erhalten wird: 

Die obigen Formeln liefern daher den Werth von J in allen Fällen ; 
man wird bemerken; dass hierdurch zugleich das Integral (18) ftir 
die erzeugende Function der Q ausgeführt ist. In den besonderen 
Fällen vereinfachen sich die allgemeinen Werthe von J in folge«- 
der Art: (Die Quadratwurzeln aus den. reellen Ausdrücken sind 
positiv zu nehmen.) 

1) Es sei a reell positiv, 6 reell positiv und < a: 

y a+6cosi( y?=6^ ^^\a^iä^^y 

2) Es sei a reell positiv, h reell positiv und >• a 

/^ dt 2 .0 

J a+6cos<r "'ygiZ^'^'^'^^TP^^' 



—OD 



3) Es sei a reell positiv und h rein imaginär und positiv =/9i 

•/^ a±*^coBil ya'-f/f*L ^V ^ /^ 2 i 

Diese Formeln lassen sieh in ähnlicher Art verallgemeinem 
wie (4) in §. 6. Führt man nämlich in / für ^ eine neue Ver- 
änderiiehe n dureh t » u — o rin, wo e reeH ist; ersetzt dann wie- 
der den Buchstaben u durch iy so erhXlt das neue I wieder die 
Qfeaaen -~oq und oo; es verwandelt sieh aber a+ fr cos 41 itt 



1 
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In den beiden ersten Fällen (ad 1 und ad 2); auf die wir uns hier 
allein beschränken wollen ; erhält man dann die Resultate, die Air 
ein reelles positives A gelten: 

1) Ist B reell und positiv und Ci reell; sa wird 

!^ A+BoosU±Cüuit " ^A'^B'^* ^A-^-^A^S^^J 

2) Ist B reell und positiv, ferner Ci reell, so wird 

dt 



{29, b) ... y 



—00 



A-]- B QO&it+CB\nit 



8 , A 

j — :-. ■ arc cote .. ^ ==- 



n»d 



J A—Boosit+Csinit 

—00 — 



-- ' ^sr ( arc cotg , — ^ J; 

yB'+C^A* ^ ^ ]/ß'+ C*~ A* ^ 

^ ( <. arc cotg , < -;r )• 



Die Bedingung ist noch hinzuzufügen, dass ad l, y^l'— Ä* — C 
und ad 2, yB*+ C*— il* reeir (positiv genommen) sej. 

Obgleich am Schlüsse dieses Kapitels im §. 42 bei Gelegenheit 
der Untersuchungen über die imaginäre Substitution (29) noch ver- 
allgemeinert auftritt, so werden die hier gegebenen speciellen Fälle 
doch nicht überflüssig sein, da es immer einige Rechnung erfordert, 
wenn das allgemeine Resultat auf besondere Formen angewandt 
werden soll. 

^§. 39. Wir ge^en jetzt zu einer neuen von Laplace in 
der M^canique Celeste für die P unternommenen Untersuchung über, 
nämlich zur Betrachtung der Kugelfunctionen für unendliche 
Indices it. Man kann sich dazu sowohl der Reihen bedienen» 
wie eg bier^ als auch der Integralform, was im §.40 gesdiehen 
Bi^U, upi dort die für solche Zwecke üblichen Methodeu zn erläutern. 
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'mi.29, Formel (32), fUr />"(«) im §. 4, (u) und (b), «bgeleitet. 
Es lerfidlt (fix), welches wir zuerst betrachten, inemPro- 
(tact Ton einer Constanten 

"~ 1.3...(2n+l)' 
TOD ^~' and einer Reihe, die Air alle in Frage kommenden ^ 
coBTergirt, und für i| = so in 

1+2? +2.4« +2.4.6^ +"'^- 

ttbergeht^ welches bekanntlich gleich (1— 1~')~^ ist, wenn die Wur- 
wl mit positivem reellen Theile genommen wird, oder 






Bei einigen Anwendungen ist es nicht notbwendig Cn Air 91 ss co 
EU untersuchen; unten wird aber der Vollständigkeit halber auf 
gewöhnliche Art c« abgeleitet werden. Man hat also 

WO in mit wachsendem it zu convergirt. 

Ist Jr(|)>l, so lässt sich der Werth von J^(a?) durch 

§. 4; h auf gleiche Art finden. Setzt man nämlich 

_ 1.3...(2n — 1) 
""" 2.4... (2«) ' 

10 wird 

War aber Jf($) ss 1, so darf die Grenze der Beihe, welche in f 
auftritt; nicht auf diese Art genommen werden; indem zwar die 
ersten Glieder der Beihe abnehmen^ die darin auftretenden Zahlen^ 
coefficienten aber später wieder zunehmen; so dass z. B. |~*"*"^ I*"" 

re»p. mit den endlichen Grössen -, 1, multiplicirt sind. Man 

wird daa richtige Resultat von der Beihe (a) des §. 4 ausgehend er- 
balten; wenn diese nur bis cos 1.9 oder cos 0.9 fortgesetzt; daftlr 

Heioe, Ifaodi^ocb d. Kugelftinctioneo. 7 



aber verdoppelt wird. Um ittl^ame^ Unterwielimigeii cu Ter- 
meideli; lyedient man «ich bequemer der Gleichting (16), nack dfii* 
fittr w tÄ oo, wenn 0<.0 <Cn, 

^ P'"(co8Ö) = Cn[8in(n+l)Ö+lBin(«+3)ö+etc.] 
wird. d. h. 

wo die Quadratwurzeln positiven reelles Theil erhalten, al«o 

2 l+i -^ 



e « 



zu setzen ist. Man findet demnach • ' ' 

P*(co8 ö) = — r-r-r cos (— s'- ^- r>)' 

Um die Formeln fertig herzustellen, bodajrf «* f^*fj^, 
der Angabe des ungefähren Werthes Ton 

welcher sich mit Anwendung der bekannten Formel 

n{a) ^ -ßn er» a^-^^ y (a = op) , . 

als 



=y; 



2n 



2n+l 
ergiebt. 

Hierans folgt endlich der Ausdruck von Laplace *) fllr »«oo 

(a) . . . neos ö) = y ;^^j^j^ cos (-^ ö- -), 
ferner allgemein in den ttbrigen Fällen 

müd für jedes x 






(0)... 0» = /^^ 



*) M^caniqne eheste Tom. V, Livre XI, no. 3, und Bnppl^ment an 5« Tolume 
HO« 1. 



Xhä «hM i(nt»enAing 4er fittlfiii%»nnel füt J7(«) den W«riili iron 
t» abzuleiten, bemerke man, dass 

• JT(n+i) / (1 + y)»-^* 
igt. Dies TerwÄnddt sich durch die Sttbrtitutioö y =s — in 

Mrleipt man das Int&grwi ia eines von bis zn der ettdliithen 
Qtenae a^ und toü « bis oe, lo versdivindet das letztere <^e&« 
bir für mal 00, wäbrend das enilere in 

y»^ r n 

• • • w 

übergeht. 

Aus den Formeln (a), (b), (c) folgt für das Product P"(a:)(?"(y), 
wenn 17 sich ebenso auf y ^ie | auf a; bezieht; dass dasselbe fllr 
s = 00 gleich 

wird; wenn nicht ilf (|) = 1; dass es also in^s Unendliche wächst; 
wenn nicht üf| < Mri, in diesem Falle aber zu convergirt; dass 
es femer gleich 

— y-»-^co6( ■ ' O—^jV -nn ^K 

n ^ \ 2 4/ ' sm0(l--i7~^) 

»t^' wenn o^fc^ o«s6> d« k. Jf(|) «s 1. . Daher veraehwindet es aller« 
diBgi; alMT wie --; wenn Jlf(i7)sl; sonst wie eine n^ P^ten« 
tott i. • 

♦ §.40. Laplace leitet den Werth (a) für F" an der oben er- 
wähnten Stelle an» seinem Integrale (5) ab. Nach dieser Fot- 
iwl iit . . : 

^>*(a?) *= /%*-fC0S9) 1^?^)'•rf«p; 
a^ri^ man d»ft Integral in eines vw bis ^n und von ^ir bis ff, 

bringt das letztere durch die Substitution ^ — y fUr f^ Auf die. 

7» 



Gtemw and ^fii fttfait «ndlidi ftr sm*if «li* Y«|!i»d«i&be « 
ein, 80 wird nP' gleich 

Im weiteren Verlaufe sali nur dfts erste Integral «ntfiibriich tinttr^ 
sucht werden, da das zweite eine gleiche Behandlung gestattet; 
wir wollen auch; wie bei Lapli^ce geschieht, nur den Fall «s=cos0 
betrachten; den einzigen, weleher Bchwierigkeiten darbietet. Da 
man das Kesultat schon aus §• 39, (a) im aOgemeiBen kenal, m 
kommt es hier hauptsäcblicfa darauf an, die Voraüge, weldie die 
Untersuchung in der Integralform bat, nämlich die gienatMre Feil* 
Stellung des Fehlers, in's Auge zn fassen« 

Es ist also aj=5 cosö, 0<ö<;r, |sscos0+«sin(7^ Yx*-—! « tsintf; 

setzt man 

a =s 2l-^^=i == 88in"(?+fsin2ö^ 
so ist der Grenzwerth f\Xr nss oo von 

Y%yT^ 

aufzusuchen. Da die Norm, das Quadrat des Modulus, von 1—a» 
gleich 1— 4sin*ö(a— i5*), also am grössten nämlich =1 filr »äÖ 
ist, so werden die Theile des Integrals, in denen z nahe an liegt, 
bei grossem n den Hauptbeitrag zu J liefern : map zerlege deshalb 

J in die Summe Ä+B, wo durch Ä das Integr^d von bis ^^ hb- 

n 

zeiclui^t ynrdf wenn h eine beliebig grosae, aber von ii miaUänfige 

Grösse vorstellt; die Grenzen von B sind — und ^. Den einzig«^» 

Beitrag zu J, der beachtet werden muss, liefert A, wie j^eeeigt 
werden soll; zugleich wird dieser Beitrag gefunden. 

Um später die Untersuchung nicht weiter unterbi^echen 
zu müssen betrachte man zuerst ieix nngefilbfen Werth von 
(1— Ois)*, wo M(m) sicher unter sind liegt, da s<i. Es wird 
log(i— o^)* sc nlog(l— oe); der log(l— -ns) ist in ane C0nvergeote 
Beihe entwickelbitr: 



Jn^y (l-a^y 
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a) Die rechte Seite der Oleichnng bat offenbar einen posi- 
tiven reellen Theil. Der M{aa) ist kleiner ak 1 und an hat einen 
poiiti^eQ reellen Tbeil 2Bia*(7.«. Setat man a»t=sp+qi, go ist 
1— oa also ssl— pipfi; l^p und 9 eind beide kleiner ala 1, also 
auch ihr Modolna. Daher wird 

1— o» SS r(co«y+i8in9>) 

wo r<Cly nnd 

— log(l — o») = — logr — qpi 

hat einen positiven reellen Theil, und dieser Theil ist gleich 

~ logJir(l — (w). 

b) Da (Jlf(l— aa))« oder 

JV(l~a») = l-48in*ö(*~Ä») 
(s. o.)> und da a^a* sei« Maximum für asO, sein Minimum cos* 61 
für » =■ ^ erreicht, so nimmt der reelle Theil von — log(l — oa) 
mit a von a ss bis a s ^ zu. 

c) Hat daher der Modulus von 1— aa an irgend einer Stelle 
einen um einen endlichen Werth von 1 verschiedenen Modulus/ 
so wird er für grössere a sich noch mehr von 1 unterscheiden. 
Es wird also von diesem Werthe a an bis as^ immer log(l— aa) 
die Form haben 

log(l— oa) = — ^ — yt, 
wo fi positiv und angebbar ist, also 

(1 — aa)* SS «•»^(cosy — isiny). 
Unser Integral verschwindet also von diesem Werthe von a an 
bis ass^ genommen, wie eine — n** Potenz mit wachsendem h, 
kann dahef vernachlässigt werden, wenn wie hier geschehen soll 
BOT Fehler beachtet werden, die wie negative Potenzen von n selbst 
verschwinden. 

d) Es wird sich aeigen, dass (1 — aa)" einer endlichen Grenze 

h 
sttstrebt, wenn a zwischen und — li^, wie gross auch h ist; 

dass es schon wie eine Exponentialgrösse, die im Exponenten 
eine Potenz von n enthält, verschwindet^ also vernachlässigt werden 
kaiin, wenn a die Form hat a = en*-^, wo 6 beliebig kimn potttiv^ 
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aber nicht Null und ebenso wie f von n unabhängig iBt. In der 
That hat, — nlog(l — ö») dann einen Werth, dessen Glied von 
höchster Ordnung nach n gleteh an» d. h. 

wird, dessen reeller Theil also positiv « 2esin*(?.ii^ ist; die folgen«- 
den Glieder von der Ordnung fr**^*, w*^ etc. (A— 1 ist schon ne- 
gativ) nehmen schnell mit wachsendem n ab, und der ilf(l — at^ 
hat als ungefähren Werth 

Es bleibt also nur noch der Fall 6 ss ; in diesem setze man « sr X 

wo y zwischen und h liegt. Dann ist; genau bis auf Glieder von 

der Ordnung — 

«log(l— a») fi=s — ajf, 
also mit Vernachlässigung aller Glieder/ welche n im Exponenten 
enthalten; 

!ßs wird schliesslich 



jn =>y " (1- M)' 



nach der Substitution « = — 

n 



_ y 



_ j_ /•'^ A 

~VnJ 



»"., 



e-"" ==^,, 



also bia auf Grössen von der Ordnung ifi exoK gonan 
Nimmt man h immer grösser, so entsteht 



s» dass ma« nach Hnltiplicatioa von /• mit a*^'. de« W«rth 4ea 
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ersten der beiden Integrale crliftlt, diren Summe nP* giebt;.da8 
zweite gjA% hieraus durch VertauBchung von —0 mit d hervor. 
Behält maii deahalb nach der Multiplicatioii nur den doppelten 
reellen Theil bei, so findet man für iiP*{co8Ö) die Formel (a) des 
vorigen Pari^raphen. 

Auch Dir ich 1 et 's Integrale (§.10) liefern dasselbe Resul- 
tet fdkr P^(GOU0)y ww man durch nachfolgende Betrachtungen mn* 
sehen wird, die der Yorfasser kein Bedenken trägt hier miteuibd- 
len, obgleich er ßie einer m^drucktea Arbeit entnimmt, nämlich 
der Nachschrift eines Vortrages von Dirichlet über Wahr- 
scheinlichkeits -Rechnung, welche etwa aus dem Jahre 1837 her- 
stammen mag. 

Dirichlet betrachtet statt der von uns abgeleiteten Integrale 
für P"(coB0) allgemeinere, Vielehe entstehen wenti man statt der 
— V*" Potenz von 1 — 2a cos ö+a* die —5** nach Potenzen von a 
entwickelt, wobei s <C1 genommen wird. Indem wir ihm hierin 
folgen, suchen wir den Werth fiir it =2 eo von 

9t yr»_ /*^ cosnfpco&stfß dxp P ^ cos nt/f c os s(n — \ff) dtp 
2 J (2(cost^— cos^y •/ (2(cosö — cosyf))* 

auf; füf S'^ i ist t^Ä P, Um das zweite Integral so umzuformen, 

dass es dem ersten ähnlicher wird, setze man darin d ts n-^if und 

fiihre ft — tfß ftir tp ein: dann geht es in 

'^ cos mfß cos stfj dtfß 
J (2 (cos y — cos 1;))* 

übw^ so dass sich U aus vier Integralen derselben Form zasam- 
meuße^asen lädst. Macht man nämlich 

ju,d)^^r — ^^^^^^ 

^*J (2(cosV-cosö)y 
so wird 

IT-^ /(»+«,0)+J(»-^,ö)+(-^ir(J(ii+^,»7)+i/(«-*,n))^ : 
SstracJitet - man eines, z. B. das erste von diesen Intarsien, so 
wird .der Theil der Fcmction unter ilem Integralzeichen am meisten 
^atarWerth^ 4es Integrals betragen, fbrwelehen ^ nahe 6 ist) 
setzt man deshalb yß ss d^q>, so wird ; 



(^1)/ 
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oder wean < eine kleine endfiche Grösse bezaebnet, nabe 

Maebi man « » «+# und o^ s ^^ so* Tenraailelt Mb die recbta 
Seite mit wacbsendem «, dnrdi die bdoMiiiten Formdii 



in 



./ — ^ = "-F'^f*-'^' 



T-Il-r cos -jr-ri !--#), 



so dass man erbält 

Hieraus folgt, wenn man im Nenner « fbr n+$ setzt, 

^ (281110) « 

addirt man hierzu (— l)"mal den Werth, welcher durch Vertaascbang 
von n — mit d entsteht^ so erhält man U, und fbr * ^^ \ den 
Werth (a) des §. 39 ftir P*(cosÖ). 

^ §. 41. Nach diesen Betrachtungen kehren wir zu deif Un- 
tersuchungen des §. 17 zurück« Es war dort durch nicht ganz 
strenge Schlüsse die Entwickeluug 



gefunden; jedenfalls musste an jener Steile jr>l Tomusgesetzt 
werden, da für keine anderen y definirt wnr, leraer « <! y, ead* 
Heb waren x und y reell. Es sollen jetzt die Beding«ngea 
ermittelt werden, unter welchen die Gleicbiing («) statt* 
findet« 
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Zmitdiflt «TBieht man aus §.39 sogleicli; data die Bäihe (ä) 
&Tttprtf wenn Jir(D ^ Jir(i7); man nehttie deshalb an, es ^en 

I(|)<Jlf(i,), d.h. 

Durch die Integrale §. 7 und 23 transformire man das n'« Glied 
der Reihe (et) in 

summirt man eine endliche Anzahl von Gliedern , so darf unter 
dem Integrale summirt werden, so dass man hat: 

die Integrale zwischen gehörigen Grenzen, d. h. und n oder oo 
genommen. Die Summe gn+i+9n+2 + ^tc. in infin. wird mit wach- 
sendem fi beliebig klein (§.39); wenn auch die rechte Seite der 
Gleichung in dem Falle beliebig klein wird, dass dort die Summe 
sieht von bis », sondern von n-f-l bis oo erstreckt wird, so dürfen 
daher beide Summen zugleich von n s bis n s oc genommen 
werden. Nun ist wegen der gleichen Zeichen v(m x und y?^l 
sicher 

*(y + cosili/p=l)>i¥(y+yp=^), >Jlf(i;); 
daher wird der Modulus der von (n+I) an genommenen Snnime 

unter dem Integrale, wenn man Jlf f—J = £ macht (wo ^<;i), 
kleine als 

nif(y+cosill/p=l) .f/^^+')^- 
iKe maltipIicireDde Summe ist bekanntlich eine endliche Grösse 

, |'(2«+l)r = », 

tKi mH waebsandem n versehwindet, abo der Modulus des zu ub<* 
tersuchenden Integrals 

dt 



< 



-rY 



M^+cmit y?=r) 
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Diifl»,l|i0y 4m I»t4gral aech.^^ also der gMu;« ixoMtabeode Amdrnck 
McIIh^ ist uad d«|in Batürliek weg«n « mit traobfleadeiii f^ fvüki 

schwindet; zeigt sich sofort, wenn costi in — aufgelöst*, und 

der Grad des Nenners in Bezug auf e* beachtet wird. Es ist dazui 
klar, dass das Integral nach t von einer Zahl h bis oo mit wacbseur 
dem h verschwindet; das Integral zwischen endlichen Grenzen 
und h einer nicht unendlich werdenden Function bleibt femer end- 
lich, also auch das ganze Integral von bis cx). 

Der Satz, welcher oben benutzt wurde, dass der Modulus eines 
Integrals einen kleineren Werth hat als das Integral des Modulus, 
ist eine unmittelbare Folge des andern, w^lcbep schon Jm §.29 

« 

ohne Beweis angewandt wurde, dass nämli<ih, wenn u und f> zwei 
Beliebig^e Grössen vorstellen, 

M(u+n)<M(u)+M(f>). 
[Zum BBweise des Satzes mache man 

u = re'V, ij == pe'V'. 

Dann ist ^ * 

J!f(tt+c) = yr*H-2rpco8(y — ^/^)+p* 
üso <.M(u)'+M(e) d. h. <r+ß, weil eine Seite des I^eiecte 
kleiner ist als die Summe der beiden andern.] Diese Formel auf 
unendlich viele Sununanden angewandt, beweist den Hftlfssatz. 
Wird besücksichtigt, dass 

SO kann man aus der Formel, welche nun die Summe der unend- 
lichen Eeihe -S(2n+l)P*Ca;)0*(y), die in (a) vorkommt, giebt, die 
folgende 

"o (y+co8t<]/y«— 1— X— cos9|/a:*— !)• 

ableiten, und es ist nur noch zu zeigen, dass dies Integral 
{ff^xf^ wrrd: in dev That giebt die rechte Seite ve» («) dtH 
Ausdruck (6), wie man sah, so oft ■ x . % * 

80 oft also (5) «usgöftftirt (jr-^a^"* giebt, ist (y— «r* in die 
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JttXk^ («) «Btwidibeltlary natürlich («) vorMageetilit. Es ^^r^ nun 
»veMt die Gleichheit imt^ der Vorauieeteting ^ses reeUent # 
und y bewiesen; wenn ausserdem x<iy und y>'l gedacht wird; 
hierdurch vermeidet man lästige Untersuchungen über die Zeichen. 
Zweiten« tehliesit man ans dem Bestehen der Oleiehheh im «r« 
«ihoifceii beamderen Falle auf das in dem allgemeinen. 

1) Es ist (§. 6) 

1 y"^ dy 1 

wenn 

a-s y — a?+cosi^)/y'— 1 

• • • 

gesetst wird; hieraus folgt; z. 6. durch Differentiation Unter dem 
Integrale; 

i f ^y — ? 






cosycfy _^ 



I 
i 



iry (a-fccosy)* (i/^iTTt)»' 

wenn man überall die reelle Grösse ya^—b* positiv nimmt. Das 
innere Integral in {b), multiplicirt mit — ; ist dann 

(y+coBifj/p^l)*-! 

[y*-2a?y+l + 2(y-a:)cosi«yp^+co8*f((y«~l)]* 

Hacht man 

j5s=y+co8i<}/y*— 1; 

Bo ist der Ausdruck (6), nach t unbestimmt und noch nicht zwi- 

Bchen und oo integrirt; 

^ /; (ü*— 1)& 

J (yi— 2Är+»*)Vl- 2Äy+»« 
_ 1 yi^2a>y+a>* 

Setst man für % die Grenzen oo und y + yy*— 1 ; so wird wirklich 
«rhahen. 



4 
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d) Dte Futtction unter dem IntegrAle in (ft) wird nur ntiendHcti 
wenn der Nenner Terschwindet; bleibt iilso endlicb sobald (d) 



1 ' 

steht; y—'X wird nur 0, wenn y = o;, also auch bleibt end- 

y 
li^; so lange o; und y die Ungleidifaeit (c); Jf(|)< Jf(ir) erfidka« 

Führt man statt a?, y, ^x^—1, ]/y'— 1 in die zu int^rirettde Fune^ 

tion I und i; ein, so entsteht links 

2 

rechts das Integral einer Function, deren Nenner, mit Fortlassung 
constanter Factoren, das Quadrat von 

i;cos*i^+i7"*8in*tl— Icos'y— l^^sin^^p 
ist; deren Zähler sich von diesem Ausdrucke nur im Zeichen yon | 
unterscheidet. Diese Function ist offenbar monodrom nach | und tf 
(nach X und y wäre sie nicht monodrom), als rationale Function 
derselben auch monogen (bat also, so lange Jlf (|) <; Jf (17) die drei 
Eigenschaften, welche die Function, wenn sie t\Xr alle | und fi gel- 
ten, nach C auch 7 sjnektisch machen). Ein Integral der Function 
nach Constanien in Bezug auf | und ti, hier fp und t zwischen 
endlichen Grenzen resp. und n, und ky ist daher gleichfalls 
endlich, monodrom, monogen. Da das Integral, wenn man es nach 
I von h bis 00 genommen hätte, mit wachsendem h verschwinden 
würde, so hätte man auch eine Function mit den genannten drei 
Eigenschaften erhalten, wenn man nach (p und t von bis resp. n 
und 00 integrirt hätte. Wir besitzen daher zwei Functionen von | 
und fiy nämlich (6) und (y — a?)"**, welche gleich sind, wenn o; und y 
reell, x<.y, y > 1, d. h. wenn tj reell und > 1, | reell und > 1 
oder sss cosd-f «sind» wobei jedenfalls Jl!f|<;i?. Diese Functionen 
sind, so lange Jlf(|)<:Jlf(97) bleibt endlich, monogen und m<modrom: 
sie sind daher gleich für alle | und v> so lange Jir(|) < M(fi), 

*§. 42. Das Integral von Laplace 

r{x)^ — r'{x+Q09f^^^^y(kfi . 

ü 



zeigt, dass bei der Entwickelung von (a5-f cos^yoc*— 1)* nach Co- 
sinus der Vielfachen von q> in die endliche Reihe ' ^ ^ 



das Glied e^ gleich T^{x) i^t. Diese Entwickelntig kdnnto laui 
(Udarch erhaltea, daas («+ cosy }^a?*-?l)* zuerst Jia.ch Poteaaea von 
cos^ geordnet wird, und daas man dann die Potenzen von cosfp 
in Cosinus der Vielfache nach den bekannten FpraieJb umsetzt. 
Da n eine^ ganze Zahl vorstellt, so wttrde die Entwickelong nsch 
den Potenzen noch unverändert fortbestehen, wenn für cos^ ein^ 
beliebige Grösse, z. B. der Cosinus eines imaginilren Bogens ge- 
setzt wird; der Ausdruck der Potenzen von cos 9 durch die Cosinus 
der Vielfachen bleibt in diesem Falle derselbe wie bei reellem q>^ 
imd man findet daher, wenn V^ und i reelle Grössen voratdlen imd 
^cBe früheren Constanten sind, 

(« +COS (y- y - •!) Vflp^)" 
= p0-|-c^eos(9— ^— fO+c,cos2(^^V^— tf)+ etc. 

Hieraus folgt nach §. 10, indem die Beihe rechts nach Cosinus und 
Sinus der Vielfachen von 9^ fortschreitet, 

(80)... r(aj)=sijy^''(aj+coa(9>-V'~<0)^^?^)*d9^ 

10 dass in döm früheren Ausdrucke von P, wenn er auf die Gren- 
zen nnd 2n gebriacht wird, die imaginäre Substitution ge- 
stattet ist, ohne dass dadurch die Grenzen sich ändern. 

Es soll nun untersucht werden, ob das Gleiche auch mit dem 
Integrale (19) für 9, nachdem dort die Grenzen und 00 in —00 
imd PC nrngewAiidelt sind, d. h. mit 

", (« + cosi^>/i^)'-^* 
der Fall ist : dass mian i ohne die Grenzen nach t zu ändern mit 
f+v vertauschen kann, wenn u eine reelle Constante vorstellt, ist. 
ohne w^teres klar; es fragt sich nur, ob man I mit /+V^t vertau- 
schen darf wenn %p reell ist. Es wird deshalb das Integral 

W ..• y^ (Ä+co8(«~i^)y'i^^^)-»-^ \ 
betMttktet^ fQ emittdn Ueibt, ob (a) von ^ nnabhSngig ist. 
Zuerst fragt es sich, für welche ^ auf einer ,Sreisperipherie> 
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der Nenner in (a) Teiichwiftdet^ d« Integral also seine Bedeutung 
verliert Man betrachte «un&ohst die besonderen Fälle: 

1) Es sei X reell und grösser als 1. Dann kann der 
Nenner 

N « aj+cosilcosV'l^a?*— l+sin<lsin^Va:*— 1 

nur verschwindpn (da sini^ imaginär wird, sobald nicht ^^0); 
wenn 1 = und x + co^^^fx^—l == 0, oder wenn sintp=ÄO und' 
a?+co8tfcosV'1^^*— 1 = 0. Der erste Fall kann nicht eintreten, 

weil ; , positiv und grösser als 1 ist; es bleibt also nuv der 

yx" — 1 

zweite übrig. Für sin V' « 0^ miTss ^ « oder n sein; ftll* ^ ä0 
wird ar.+ cosi^cosV'ya?*— 1 nie Null, wohl aber ftr t^ s^ ir/natür^ 
lieh nicht für alle I, "sondern ffar ein der Art gewähltes; dass 

costi s , Tn diesem Falle hat man also dasBesüItat: Wird 

ix'--i 

der Winkel ^ in JV festgehalten; während t alle Werthe von — oisb 
bis +00 erhält; so verschwindet N nur (für einen gewissen Werth 
von t), wenn ip genau ar +fr ist Bezeichnet t eine beliebig Meine 
positive Grösse, so wird iV~^ also endlich bleiben für alle Y<[ 
zwischen —n-\-ß über hinaus bis n — e. Der eing^cho- 
bene Werth zeigt die Bichtung an, in der \p wachsen dar£ 

2) Es sei X rein imaginär » jy, so nimmt —iN dieForm 

y+coÄf<cosv/l^y*+l+ain»^»inV^yjf'+l 

aU; verschwindet also nur für sint^mn^^ s» 0* Für sin^w kamir 
— -tiV nicht verschwinden, indem es sich auf y+cost<}/y*+T redu- 
cirt, und yy'+l schon >y; für < = aber reducirt es sich auf 
y+cosvy5M-l; verschwindet also, wenn V eincA Werth ^^ err 
reicht, der durch die Gleichung . ' *. 

y X . i 

bestimmt wird. Nennt man den Werth v^,, welcher zwischen ^ik 
und n liegt, so wird also 'S nur für ip^ und — V^« verschwinden, 
od«r TT^ bleibt endlich für* alle y von •-V^«+« «fcM O^ 
bia V'^-!-«, wenn 
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St fl 

tiB^ sweitena auch von V^o+' über fr fainauB bis ^n-^fff^—i. 

3) Es sei xiBscosd, 0<c6<.9i. AUdann verschwindet iV 
nvoTf wenn das imaginäre Glied 

f cos ttcost^ sind 
ausfüllt; also für V^ = +ifr. Für jeden dieser zwei Werthe wird 
das Uebrigbleibende 

cosd + sind — r — 

tmrteliwiiideD; da e~' — i^ alle WerAe von ^oo bis ao erbSlt Es 
I^Uib4 also -AT"* endlich von —^n+i über bis ^fi— r, 
und zweitens von ^n+e über n bis |7i — «. 

Man betrachte endlich den allgemeinen Fall, in dem x 
complex ist, und setze dazu, wie §.26; (a), indem man x positiv 
annimmt; 

4) a? = r cos ö+f^r^^sinÖ; (— 4ii<»<iii). Dann wird 

X ^ r'^r* — 1 — tsindcosd 
yiTZi r*— cos'ö 

Soll dieser Ausdruck gleich — cos(t^ — V^) sein, so müssen daher 
die zwei Gleichungen 

— s-^ rs"= — cosi<cosV^, 

sind cos e* — c""' • 

— y—- = — sint(/ 

r*— cos'ö 2 ^ 

erfüllt sein. Ein Werth % der ihnen genügt; liegt wie man aus 
der epsten sieht; zwischen \n und n; dieser heisse ip^^ derselbe 
entspricht einem gewissen t, dem gleichen aber entgegengesetzten I 
entspricht ^V^o* Mehr Werthe existiren nicht; wie man sogleich 
bemerkt; wenn man die Eliminationsgleichung 

iu\ r'(r*-l) sin'gcos'g . , ,^., 

(6) ... ^ , , r-z s= (r*— cos'ö)* 

gabildal h«^ die allerdings vier Werthe flir cot V' liefert; vott dmeat 
aber pur einv nAgatrr und kleiner als 1 wiid; der fblgiick alieiii 
den un^rtagficheii beiden Gleial^uBjgeii gesrtlgt. Man hcl alsf dai 
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Besultat: N-^ bleibt en^ljch £ür alle ^ von -^^^0+« bU 
V^o^^i über hinauB; zweiteas von fftssyß^+i bis 2if— ^f^--^ 
über » hinaus, wenn ^ der swischen ^n und n liegend« 
Bogen ist^ welcher sich durch Auflösung von (b) ergiebt. 
Nachdem die Stellen bezeichnet worden sind, an denen N'^ 
unendlich wird, gehen wir zu dem zweiten Theile unserer 
Untersuchung über, und betrachten das Integral 

j«/l__iL___ 

wenn über verschiedene Wege integrirt wird. 

Sind die beiden Punkte auf der Achse des BeelUii, Wtkht 
die.. reellen (Grössen ^h und +h darstellen A und B; die Fuikklti 



X A 



f 



-k 



f 



D 



B X 



--A+^i und A4-V^ ferner C und D (^^ bezeichnet eine reeUe^ yo- 
sitive oder negative Grösse), so dass ABCD ein Bechteck ist: s^ 
wird Jf auf reellem Wege von —h bis h genommep, also ttbtr 4M 
integrirt, gleich dem Integrale über die Peripherie ACS^B genwi-! 
men, wenn innerhalb des Rechteckes der Neuner nicht verschwin- 
det. Die Bedingungen hierfUr sind ad 1—4 angegeben. Das In- 
«ftgnit über ACDB zerfUIt in die Snmme der drei über ACf CB^ 
DA; im ersten durchlftuft i die Weribe Iw — i+V» ▼on VwrO 
bis ^ st ^; im zweiten t «$ ^+m von. u » -^h bis u^ßh; im 
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dritten < = A-f-qpt von g> = yß bis y = 0. Das Inte^al über den 
zweiten Weg CD (Kürzer angedeutet: J, CD) ist daher 

du 






X + COS (•« — %ti) ^0?*— 1) 



n+l ^ 



ferner J, AC 



iV 



r 



endlich J, BB 



/ («+co8(iA+9))|/a?»-l)"+' 



= ,- ^ 



/' 



,/ (x+cos(tA-9)) 1/^^=1)"+' 

Mit wachsendem h verschwinden J^ AC und J, DB, da die Nenner 
unendlich werden ; sie würden auch noch verschwinden^ wenn unser 
ursprüngliches Integral J im Zähler noch eine ganze Function 
von cosff höchstens vom Grade n enthalten hätte. J, AB geht 
dann in 20"(a?) über, während /, CD sich in den Ausdruck (a) 
dieses Paragraphen verwandelt. Setzt man in (a) noch t-^-u für t, 
wo u nirgend eine reelle Constante bezeichnet, so hat man endlich 
das Besultat: 
;,Es ist 

dt 



/OD 



von u und xp unabhängig; also =^2(/*(x) wenn x[f im Intervalle 

von — ^o+* ^^^^ ^^^ V'o""* ^1^51^*; '^^ % einen positiven Win- 
kel bezeichnet, der nicht unter -^n liegt, und ad 1 gleich n. 



X 



ad 3 gleich ^n^ ad 2 durch die Gleichungen cosi/z^ = — - . , . , 

yoj*— 1 

\n<i'^^<9tj ad 4 durch (6) und \7t<:,\p<^n gegeben wird." 

Wäre V^ grösser als %p^ genommen, nämlich zwischen \p^ und 
und 2n — rp^f wodurch, mit dem früheren Falle verbunden, jede 
Lage von t// in den vier Quadranten umfasst wird, so würde man 
dieselbe Betrachtung ftir das Rechteck CEFD angestellt haben, des- 
sen Eckpunkte E und F die Punkte —-h+ni, h+ni darstellen. 
Man hätte dann gefunden, dass (31) von fff unabhängig ist, insofern 
man Werthe dafür nimmt, die dem Eechtecke CDEF angehören, 
kann also ^ fUr i^ setzen. Berücksichtigt man noch dass (p. 63, b) 

Heine, Handbuch d. KugelfUnctiODen. 3 
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iT J*^ = Q''(x)+inn^l 

-» (a?— cosieya?*— 1)^ 

wenn man nur den Fall x reell und > 1 ausscbliesst, der aber hier 
nicht zur Anwendung kommt; weil für ihn fff^^ gleich n wird, so findet 
map folgenden Ergänzungssatz: 

35 Liegt aber tp zwischen Vo + * «^^ 2^ — 1/>^— £, so wird, wenn 
X positiv ist, (war x = cosö so ist das Zeichen beliebig) das In- 
tegral (31) gleich 

2Q''(x)+2%nF'(xy 

Anmerk. Auf ähnliche Art zeigt man, mit Hülfe obiger An- 
deutungen für diesen Fall, dass 

•/« (x + cos{it+iu — rff)^x^^y^' 
je nachdem die erste oder zweite Grenze für tp stattfindet, gleich 

G{cosit)dt 



j 



-icD (^±cost<y^^:=i)'"*-^ 

wird, wenn ß(a) eine ganze Function von a vom höchstens «*^" 
Grade vorstellt. Hat man statt einer ganzen Function G eine 
rationale, so wird man die entsprechenden Sätze leicht aufstellen. 
Beispiele. Man setze in diesen Formeln n = 0, und ver- 
gleiche §.38. In den dort angegebenen besonderen Fällen für 

d% 



f 



a-f fecosti 

— flO 

ist ad 1, X reell und > 1 ; ad 2, x rein imaginär, ad 3, x reell und 

<1. Ist also a reell positiv, so wird, wenn wie ad 1 die Grösse h 

reell positiv und < a : 

di 



/OD 
a 



—flO 



+6cos(t^+tw — t/;) 






ausgenommen wenn man ^ gerade =c -^n gesetzt hat. Man findet 
ad 2, wenn h reell positiv und > a, 

^=7P=F"'"'*^'^^fe^' (0<arc<i«), 
für alle yj bis %f wo cos^o == -^"t-J ^^g^ ^^^ V «wische V'» 
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imd 2« — ^., so ist die rechte Seite um . m Tennefarea, 

Den dritten besondem Fall, so wie den allgemeinsten übergehoi 
wir hier nm die üntersncfanngen nicht an weit ansandekaen, und 
yerfolgen nor den zweiten weiter, der ein Besnltat liefert, welches 
später benutzt werden soll. Macht man nimlich a = il, ^co8^= A^ 

bsin^ = C, so wird 

/* tii 

il+£coa«(+Csmtf ' 

—00 

wenn Ä, B, C reell, nnd A, B*+C^—A^ und Ä+B positiv sind, 

= »rc.ontft j (0<:arc< In); 

ist ab^ A+B negativ, dasselbe vermehrt nm 

2n 

Die Integration von (31, a) im allgemeinsten Falle, wenn A, B, C 
beliebig reell oder imaginär sind, wird sich immer anf die Behande- 
limg von K fär ein bestimmtes a, b, fp und u, also (indem der 
Werth von u gleichgültig ist, der von fp nnr in sofern eine Bolle 
spielt, als man wissen mnss, ob er über oder unter y^^ liegt), anf 

dt 



/ 



—CO 



a+bcosit 

oder endlich anf die Fonetion Q*(x) znrückfiihren lassen, deren 
Werih man §. 38, d findet 

Dass die imaginäre Substitution in Q* gestattet ist, hat der 
Verfasser im 42sten Bande *) des Grelle' sehen Journals p. 73 mit- 
gethält. 

Wiertes Kapitel. 

Zugeordnete .Functionen erster Art. 

§. 43. Es ist schon erwähnt worden, dass sich aus der Glei- 
chung (5) schliessen lässt, es müsse in der Entwickelung von 

(a?+ cosy}^«*— 1)* 

*) Theorie der Aniieliaiig eines Ellipsoids» 

8* 
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nach Connns der Vielfacben toh 7 das Ton 9 nnabh&ngige Glied 
F^(x) sein; man kann hinzufügen, dass nach (6) das Gleiche von 

{x + cos 9 ya?*— 1 )"^""* 
gelten mnss. Es sollen nun diese Reihen wirklich hergestellt wer- 
den, wobei wir nns, unseren Zwecken entsprechend n ganz (und 
positiv) denken; ninunt man für n eine gebrochene Zahl, so wird 
nichts wesentliches geändert, und Einiges im §• 46 sogar einfacher. 
Die Besnltate Air diesen Fall kann man nach den Andeutungen im 
Folgenden aus unseren Formeln ableseo. 

Man bringe x+co%q>^x^ — 1 in die Form 

oder 

Entwickelt man die 12*^ Potenz nach dem Taylor 'sehen Lehrsätze^ 

und macht zur Abkürzung 

ti = (x«-l)-, 

to yntii erhalten: 

(o) . . . 2'(x+ cogyVx*— 1)" = 

1 d*tt g i^^u »" <f"« 

il(«) <te- "^ J2(»+l) *c-+» "*" ■'"/I(2«) dx"' 

+ jr(«-l)rfa^-^ + "*°- + JI^Ö)"> 
SO dass die m^^^ Glieder, welche untereinander stehen 



JI(n+ j») da5»+"»' iZ(w— I») cte*-"* 
sind. Die linke Seite der Gleichung ist reell; dasselbe muss daher 
Ton der rechten Seite gelten, die i verbunden mit den Sinus der 
Vielfachen von 9 enthält: diese Sinus heben sich daher fort. Zu 
%mmq> tragen nur die beiden oben neben einander gestellten Glie- 
der bei, indem 

soll smmqp fortfallen, so besteht also für jedes m die Gleichung: 
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Diese schöne, von Jacobi *) znerst gegebene Formel 
verwandelt die Beihe (a) in die folgende: 

(33) . . . 2"(aj+co8 q^yx^—iy = 

nn dx* ^\Zin{n+m) (fa-+« ®^**^' 
in welcher nach (32) unter dem Summenzeicheu auch m mit —m 
vertauscht werden darf. 

Das erste Glied dieser Reihe ist, wie man aus (3) ersieht, 
2"P^(a;); die folgenden enthalten höhere Differentialquotienten Yon 
(a?*— 1)* als den n*^". Bildet man allgemein den p*** Differential- 
quotienten von (a?*— 1) , wie §. 5 der »*® gebildet wurde, so er- 

giebt sich 

JT(2it-p)dP(a;*-~l)* __ 
JT(2n) daf 

_ (2n-p) (2n^-p^J) (2n-p) . . . (2n-p^3) _ 

2(2w— 1) ^ 2.4(2w-l)(2»-3) ^ 

Um dies auf die Ausdrücke anzuwenden, welche in (33) vorkom- 
men, mache man, wenn m*^»*, 

(34)... qj» = 

_ (n-OT)(it-»>t-l) ., (n-m)(tt.m-l)(n-m-2)(n-m-3) ^ 
2(2n-l) ^ 2.4(2n-l)(2n-3) 

es mag m positiv oder negativ sein; ferner setze man 

(34, a)... P:(a>) = (}/i*=T)-5P>),_ 
wobei es erlaubt sein wird, wenn keine Zweideutigkeit entsteht, 
die oberen oder unteren Indices fortzulassen. Durch die einge- 
führten Grössen drücken sich die hier vorkommenden Stücke in 
folgender Art aus: 

(84, t).. ■ "">'::"' =;#^K('). 

^ ^ da?*"»''* JI(w--i»)^~^ ^' 

ld4, c) ... ^,_„ = jj^^^^j ^J^W, 
femer sagt (32): 

(x*-irrjx) = ^:.(«) 

oder 

(32, a)... r(a?) = P::^(a:), (w^n). 

*) Cr eile, Journal f. Math. Bd. 11 S. 225: Ueber eine besondere Gattang eto. 
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Ausserdem '^ wird 

endlich auch, — um die häufig wiederkehrenden Formeln dieser Art 
zusammenzustellen — 

(i/^^=Tr drp-{x) _ i_ , 

1.3...(2w-l) daf" '^ n{n-my^^ ^' 
Es nimmt nun die Gleichung (33) die Form an 



n(n)n(n) n«:iJT(w+wj)JT(« — wi)' 
Die vorstehende Entwickelung verschafft auch einen Integral- 
ausdruck für P^ vermittelst des Satzes über die Coefficienten- 
Bestimmung trigonometrischer Beihen im §. 10. Es ergiebt sich 
dadurch 

(35).-. TT/ rfm ^ -Mx)^ 

^ n(n+m)n{n — Tn) ^ ^ 

1 /*^ 

— / (a?+C08yya?*— l)"co8mqpdqp, 

"o 
ein Integral, welches dem von Laplace für P^ entspricht. 

Die Function P^ soll als Zugeordnete erster Art einge* 
fuhrt werden. Man wird an späteren Stellen sehen; dass dieselbe 
schon von Euler und Legendre ausführlich behandelt wor- 
den ist; ihre Darstellung durch die Entwickelung der Potenz 
(x+coscpyrp* — l)* und die daraus folgenden Gleichungen hat der 
Verfasser*) zuerst mitgetheilt, hat übrigens diese Entwickelungen 
später in einem älteren Manuscripte von Jacobi gefunden^ welches 
auch schon Neumann's Integral (24) enthält. Die Bezeichnung 
durch den Buchstaben P mit zwei Indices ist von Gauss ge- 
wählt**); um zur Abkürzung den einen oder den anderen Index 
fortlassen zu können; zog der < Verfasser vor; sie nicht neben einan- 
der zu stellen; wie er es früher nach Gauss that; sondern den 



*) Dissertatio inaaguralifl, 1842, §.7 — 8. 

**) Resultate aus den Beobachtungen des magnetischen Vereins im Jahre 1838, 
Leipsig 1889: AUgemoine Theorie des Erdmagnetismus, §.18. 
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einen zum oberea den anderen zum unteren Index zu machen. Da 
hier x nicht nur Werthe annimmt; die <, 1 sindy so war es, nach 
unsern Festsetzungen über das Zeichen von ya?'— -1 geboten, hier 
P^ zu nennen, was bei Gauss (+i)"*P*'"* sein würde. 

Endlich muss noch erwähnt werden, dass Neumann im 37***" 
Bande des Cr eil eschen Journals für diese Functionen zwar die- 
selben Buchstaben beibehält, dass sein P sich aber von dem unsri- 
^en um einen numerischen Factor unterscheidet. Da in mehreren 
Arbeiten über mathematische Physik die Bezeichnung von Neu- 
mann benutzt wird, so ist die Bemerkung erforderlich, dass bei 
ihm Pn,i) unser P*, sein Pn,m(x) unser 

giebt. 

[OWas bei den Q über Einführung einer Grösse | gesagt ist, 
kann auch hier benutzt werden, und man kann 

/TT 
(l+r^+ cos yd — r')r cos mcpdq> 
u 
gleich 

nn(2n) 

setzen; ist dann |+|~*== 2a?, so stimmt P(x) mit P[|] übereia so 
lange Jlf (S) > 1 , ferner wenn Af (§) = 1 und der imaginäre Theil 
von I positiv ist; in allen übrigen Fällen ist oflFenbar 

Besondere Fälle. Für a? = 1 verschwinden sämmtliche P^ 
mit AoBnahme von »» = 05 da nämlich P"(l) = 1, so wird 

^^^ ^""l.3...(2n-l)' 
PH verschwindet in allen übrigen Fällen nach (34, a) sicher, da 
$m(a;) eine endlich« Beihe, daher für o; = 1 endlich ist. Es bleibt 
also sogar noch 

(x'^iy^^^Plix) 

endlich für o: = 1. 

Betrachtet man o; = als Grenze eines reellen oder positiv 
imaginären x, so wird nach unseren Festsetzungen }/aj*— 1 ftlr 
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a? = 0, t nnd wie man aus (35) sieht Pi (0) ä wenn n — m un- 
gerade ist. Auch in den übrigen Fällen giebt dieselbe Formel den 
Werth für P(0)] es wird nämlich das Integral in (35), dann 

'U ^^^^^^^^y^^^ 2.4.,.(n+^).2:4...(n--m) 

also 

n«//\\ •» 1.3...(n+m — l).1.3...(i} — tn — 1) 
^•"('') = * 1.3.5...(2«-1) -' 

wenn n — m gerade ist, sonst 0. 

§. 44. Es bleibt noch die — (w + 1)*® Potenz des Aus- 
drucks (a?-f coscfVa:*— 1), den wir mit r bezeichnen wollen, zu 
entwickeln, nachdem die n*® Potenz im vorigen Paragraphen unter- 
sucht ist; es wird hierbei x positiv gedacht. Behält man 
die Bezeichnung des §. 43 bei, so ist 

^_ (x+zy-1 

und es handelt sich um die Entwickelung von (2Ä)"^*((a:+i5)*-~l )"*'*, 
also von (^^x + z)^ —1)""^ 

nach Potenzen von ä. Die Grösse, welche zu der negativen Potenz 
zu erheben ist, verschwindet für » = 1—« und für »= — 1 — x; 
es existirt aber ein allgemeiner Satz, nach welchem jede rationale 
Function /"(») von is (allgemeinei* jede monogene, monodrome Func- 
tion), die ferner für keinen Werth von » unendlich wird dessen 
Modulus kleiner als eine gegebene reelle Grösse a ist, — sich für 
alle Ä, deren Modulus -<« ist, nach aufsteigenden Potenzen von « 
entwickeln lässt. Wird f{z) nicht unendlich, sobald Jlf(Ä)>-6, so 
ist f(z) nach absteigenden ä entwickelbar, wenn M(s) >b; bleibt 
f{z) endlich, so lange a < M{z) < 6, so ist f{z) nach auf- und ab- 
steigenden z entwickelbar, so lange z so beschaffen ist, dass sein Mo- 
dulus zwischen a und 6 liegt. In unserem Falle, wo Ä = e'Vya:* — 1 
und y einen reellen Winkel vorstellt, ist J!f(i5) = Jl!f(}/a?*-- 1); die 
zu. entwickelnde Function wird nur für ä = +1— a? unendlich, also 
nur für M{z) = M{x+1), und JJf(ya?*—l) liegt zwischen M{x+1) 
und Jlf(rp--l), weil 

KW) = Kim KW) = '(/S)- 
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Da eme yon den rechten Seiten im Allgemeinen nicht 1 sein wird; 
ßondem ^1, so ist die andere ^ 1, also liegt wirklich Jl!f(») für 
die WerthC; die i hier annehmen kann, zwischen den Moduln 
M{yx-—l) =s a und M(^x+i) s= 6. Es folgt daraus^ dass 

((a:+^)«-l)— ^ («z^yPCrr.e^) 
nach auf- und absteigenden Potenzen von a entwickelbar ist. 
Ausgenommen würden nur die Fälle sein^ in denen 

Jlf(}/J=l) = Jlf(y'^+l); 
setzt man x = u-\-vi, so würde dann 

(a -!)•+©* =:(t«+ !)*+<?* 
also u=^0 oder x rein imaginär (im besondern Falle 0) sein. Wenn 

also X rein imaginär ist; so kann die Potenz nicht mehr nach auf- 
iind absteigenden i entwickelt werden. 

Dies genügt für die wichtigeren von den folgenden Unter- 
suchungen. Man berücksichtige noch den Fall; wo q> eine com- 
plexe Grösse vorstellt; die man dann in einen reellen und imagi- 
nären Theil q>-'it, (wo unbeschadet der Allgemeinheit t positiv 
gedacht wird; da hier nur cos (9 — ii) vorkommt; und das Zeichen 
von q> keine Bolle spielt); auflöse. Dadurch wird 

Jlf(i5) = Jjf(y^^^«j'+5P0 = e*J!f(}/ir=T); 
es bleibt also M{z) zwischen M^x+l und Myx—l, so lange zugleich 



Ist mV = 1; also X rein imaginär; so kann daher von einer Ent- 

Wickelung nicht die Bede sein ; ist aber die grössere der bei- 
den Grössen ^CV— ^) ^nd ^{j^-^r^J) und diese ist offenbar 

'Cr Ty' gleich b so gilt die Entwickelung nach auf- und ab- 
steigenden Potenzen so lange als e^ <:,b, oder von f = bis 
t s log& excl. 

Nimmt man t noch grösser, so wird M(^) immer > Jlf |/a?+ 1, 
die Potenz also nach absteigenden Potenzen von z entwickelbar 
sein. Fasst man alles zusammen; so hat man folgendes Resultat : 
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1) Ea ciei x positiv und nicht rein imaginär; und 

^iy ~ZI\) S^^'^^^ ^ (^^ ^ ^®®^^ ""^ grösser als 1); setzt man 
dann (t positiv) 

so lässt sich 

{(x+zy-i)-'-'- 

SO lange t zwischen incl. und logb excl. liegt; in eine 
nach z auf- und absteigende Beihe entwickeln; ist t noch 
grösser in eine absteigende. 

2) Ist aber x rein imaginär, so lässt sich die ge- 
nannte Grösse für jedes positive t nach absteigenden » 
entwickeln. Der Fall < = ist hier auszuschliessen, in 
welchem für ein q> sicher (x-\-zy — 1 verschwindet. 

Um die späteren Entwickelungen nicht zu unterbrechen; soll 
sogleich an dieser Stelle über die Einheit der Entwickelung einer 
Function /*(») nach Potenzen von ä gehandelt werden. Man weiss, 
dass eine Entwickelung nach auf- oder nach absteigenden s mir 
auf eine Art möglich ist; da der Verfasser nicht ausdrücklich er- 
wähnt fand, dass das Gleiche auch für Entwickelungen nach auf- 
und absteigenden j& gilt; so soll es hier bewiesen werden. 

Man setze 

4- Ä^ Ä-^ + ft, »-2 -}- etc. ; 

und es gelte diese Gleichung für alle Werthe von z die einen be- 
stimmten Modulus Q besitzen, also, wenn z = (>e'V gemacht ist, von 
qp s= bis y « 2n. Dann zerfällt f{z) in die Summe der beiden 
Beihen 

^0+ (^iP+*i P""0 ^^ä V + (^2 P*+*2 P""^) cös 2(p + etc. , 

wo die c und k imaginär sein können. Es sei zunächst f(z) = 0; 
da durch Vertau8<5hung von g) mit — qp die Summe der B^en m 
ihre Differenz übergeht, so muss jede für sich verschwinden , also 
für jedes ganze m 
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also jedes c und k gleich sein. Es lässt sich daher in eine 
Eeihe solcher Form nur auf eine Art entwickeln, indem nämlich 
alle c und k verschwinden. 

Hieraus folgt unmittelbar, wenn eine solche Entwickelung einer 
Function F(») gegeben ist, die wenigstens für alle » gilt, deren 
Modulus eine bestimmte Grösse q wird, 

F(z) = a^+a^si+a^!s*+ etc. 

+ 6^»-*+ 6, a^^ + etc , 

jede andere für dieselben is geltende 

+ i?i»-"Hi?tÄ~Hetc. 
mit ihr identisch sein muss. Denn die Differenz beider Entwicke* 
langen, welche sicher sein muss, hat zu Coefficienten die (n. o.) 
verschwindenden Grössen 

B^ — b^y B, — 6,, etc. 

An merk. Ist für ein bestimmtes x und t im ersten Theile 
des Satzes die Entwickelung nach auf- und absteigenden s möglich, 
BO gilt 6ie noch für dasselbe t und x «^ Ij weil dann b « oo, also 
die erlaubten Grenzen für t weiter werden; ist im Falle (1) oder 
(2) (\Xr ein x und t die Entwickelung nach absteigenden « erlaubt, 
so gilt dasselbe bei dem gleichen t und o; = 0, da dann 6 => 1 ist, 
also jedes positive t die Bedingung ^>>Iog& erfüllt. 

§. 45. Wir gehen nun zu der Entwickelung von r~*^^ (s. §.44) 
über, und nehmen an, dass der reelle Theil von x positiv ist, 
Bchliessen also den Fall eines rein imaginären x aus. Entwickelt man 
dann, wie es erlaubt ist, nach auf- und absteigenden s, so erhält man 

{a) ... {x+ cosy )/i^^)""'' = (2»)"+'((a:+ »)«-l)-^^ 

, , lasT'*^^ + a. a-*-^ + a, is-«"^ + etc.) 
( +<^-ia~* +a_2»"^'''*+etc.> 

Würde man die Multiplication mit ä*+^ ausführen und für a seinen 
Werih ya?*— l.c'V setzen, so würde die Eeihe auf der rechten Seite 
von (a) eine trigonometrische werden, in welcher das von q> un- 
abhängige Glied a ist: es muss daher a gleich 

dq) 



— n 



jj (x + cos tf y x*— 1) 



l/;^-^l^-*'^' 
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d. h. es mirss 

sein. Ferner ist klar; dass die Summe sämmtlieher Glieder, welche 
den Sinus eines Vielfachen von qP; sinifKjp enthalten; verschwindet; 
dass also 



a 



m 



= o_»(}/^^l)". 



Die rechte Seite von (a) hat also die Form 



(6)... r{x)+22 ^ cosmy; 

die Summe zerlege man in eine von in = 1 bis m = it; und eine 
von m=:n+l bis oo, und betrachte zunächst den ersten Theil; 
der bei den meisten Untersuchungen die Hauptrolle spielt; nachher 
den zweiten Theil. 

Um die Goefficienten aa^ des ersten Theiles zu bestimmen^ 
(0 <! »i ^ w); betrachte man die Glieder in der Parenthese von (fl), 
deren Summe durch 

2»+i((a?+a)*— 1)-»-^ 
dargestellt wird; daher muss die Summe, mmal nach o? differentürt 
dasselbe geben; wie dieselbe mmal nach z differentiirt; und nach 
Ausführung der ersten Operation muss (§.44) mit jeder Potenz 
von i in den neuen Beihen dasselbe multiplicirt seiu; wie nach 
Ausführung der zweiten. N^ch der ersten Operation ist der Factor 
von Ä""**^ gleich 

' dx'^ da?*" 

nach der zweiten 

(-l)"(n-»,+l)(«-m+2)...«a_, = (-^T n^-m) "-*' 
es ist also 

und nach §. 43 - 

-^-^^ •l.2... « ^-('')- 
Berücksichtigt man noch das Verhältniss von P* zu i^, so findet 
man endlich 
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wenn Z nur Cosinus höherer Vielfache von (p als des «**" enthält^ 
und genau 



1.3...(2«~1) "^ Om 

Z = 2» . . T— costity 



• 



1.2... « m=«+i (y^— l)' 

ist 

üin der Vollständigkeit halber noch die Glieder zu entwickeln, 

welche Z angehören bemerke man zuerst ^ dass auch fQr m>n, 

ff 
- , , . — verschwindet wenn a: = 1 gesetzt wird: in diesem Falle 

wird nämlich die linke Seite von (36) unabhängig von y. Ferner 
wende man das obige Verfahren auf die Glieder der Parenthese in 
(a) mit positivem Index an, und betrachte den Theil derselben 

aus welchem folgt, dass 

-(2n+l)o. = ^, _(2„+2)a.+x = -^, etc. 
also 

-^-^ = (-iy(2«+l){2n+2) . . . (2ii+p)a. 
aar 

ist; wie gross positiv auch die ganze Zahl p sei. Berücksichtigt maa 

(p. 117) dass K(x) = (]/a?'— 1)", femer die obige Bemerkung über 

die Werthe von a» für a?==l, so entsteht 

«. = (-!)• -iJ^^^^.Cx'-l)- 
a.+p = (-l)-+^J-|^iH^).(2«+l)/V-l)"dir 

1 

^+p= (-1)"+" . \'l'"^^"~^^ ' (2n+l){2n+2) . . . {^n+p)f\x*-\ )« dc^, 

1 

wenn daf* eine pfache Integration andeutet, und jedesmal von rr = 1 
an integrirt wird. Man findet daher 
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Das hier yorkommende vielfache Integral läsBt sich durch eme 

Reihe ausdrücken; wenn —5 — = y gesetzt wird ; dadurch verwan- 
delt es sich in 

(c) 2*+y'V(l+»)"%""" = 
u 

. JT(fii+ii) ^ yy ^ 1.(2«) ^ ^ l,2.(2n)(2»i-l) ^ ^ V' 

die an der gehörigen Stelle von selbst abbricht. Setzt man also 

X — 1 
für m>n, — ^ = y und 

(36,6)... K{s)^^^L^F(-n,-m-n,-2n,-^), 
80 vird 



^= /°(-irP:(a;)coBi«y. 

[Man bemerke an dieser Stelle dass F^(x) für y = —1, also 
für 0? = — -1 unendlich wird; es entsteht nämlich der Z&hler der 
rechten Seite von (36,6) durch wiederholte Integration einer in 
den Grenzen ihr Zeichen nicht ändernden Function 

y"(i+y)", 

verschwindet also nicht, während flir y = — 1 der Nenner gleich 

Null ist. Es wird hier ganz davon abgesehen, dass Pm durch Ent- 

Wickelung von 

(aj+C08ijp]/rp*--l)"**^* 

eingeführt wurde, bei der man übrigens x positiv annahm; wir 

reden vom Werthe des Ausdrucks (36, 6).} 

Noch eine zweite Form lässt sich für a^ wenn m >> i» aufstel- 
len, indem man den Theil 

a-„-i + a-. ««2 » + a.„.3 »* + etc. 
von der Parenthese in (a) wie oben behandelt; dadurch entsteht 



da:" 
oder 



= 1 • 2 • 3 . • . p « (i^n_0^i 



1 g»+p+i ^ d^ f fl„4.i \ 

n{p) (a;«-.i)-+''+^ daf \(a:'-^l)*^V' 
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und durch Ver^eiobniig mit den früheren Werthea von On+p-hi: 

1 
JT(2n+l)(a:*-l) 



^ £;S((.--.)-/'(''-<)-4 



JI(m + n)JT(m- 

Die Entwickelungen dieses Paragraphen rühren von Jacohi 
her, der sie in der früher schon erwähnten Arbeit *) gegeben hat, 
welche den Ausgangspunkt fUr eine neue Beliandelnng der Kugel- 
fiinctionen bildet. Die hier am Schluss gegebene Gleichung, welche 
die Beziehung zwischen zwei verschiedenen Formen der a enthält, 
hätte, wie wohl mit etwas weitläufigerer Eechnung, aus den Be- 
trachtungen des §. 34 und 35 hergeleitet werden können. 

Würde man x mit entgegengesetzten Zeichen genommen ha- 
ben, so hätte, w^eil dann im Allgemeinen yj?'— 1 gleichfalls das 
entgegengesetzte Zeichen erhält, die rechte Seite von (36) mit 
(— 1)*"^^ multipliclrt und für x sein positiver Werth gesetzt wer- 
den müssen ; wäre aber x = cos ö, wo ^x* — 1 gleich % sin gesetzt 
werden soll, so hätte man flir ln<.0 '<,7i noch rp mit n — <jp zu 
vertauschen. Es kann deshalb von hier an in den allgemeinen 
Formeln immer ohne Nachtheil das positive Zeichen von x ange- 
nommen werden. 

Die Formeln (36) gelten noch, wenn auf beiden Sei- 
ten g> — ii für q> gesetzt wird, wenn nur I kleiner ist als 

l^eK/Sl)- (M. vergl. §. 44.) 

* §. 46, Der vorige Paragraph liefert aber nicht mehr eine 
Entwickelung von 

{x + cos {(p-rit) ya;*— l)""""^ 

wenn t die genannte Grenze überschreitet oder wenn die Bedin- 
gungen des zweiten Falles in §. 44 eintreten. Um die neue Beihe 
zn erhalten, die wieder in doppelter Form auftreten wird, setze 
man zuerst 

(a) . . . (a: + cos(9)-i0l/i^^^)"""' = (2Är-*"'((aj+»)*-l)"""\ 

(ä = l/^^ e'+''^) ; 

*) Grelle, Journal f. Math. Bd. XXVI: Ueber die Entwickelung ete. S,83. 
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dann giebt (a) eine Entwickelang Ton der Form 

2»+»a»+^(o«-"2— Hö, Ä-^—^+a, «-'—♦+ etc.) , 
wo offenbar a = 1, und nacb dem Muster der vorigen Paragraphen 

-(2n+2)a = g, _(2n+3)a. =^, etc. 

gefunden wird. Da für a; s= die Entwickelung noch gelten muss 
(Anmerk. des §. 44) ; so wird fär x = 

^-1 « -'* + ^ - -- (n+l)(n+2) 

a Ä 1 , a, = -j— , a^ = j-^ , etc. 

a^ =si a^ s=: a^ s= etc. = 
also o= 1, a, s= -—{2n + 2)/dx, etc., allgeroeiu 






JH2n+l) '''^ 
d. h. Om ist eine ganze Function von x vom Grade m und von 

der Form 

a« = ca?*+c,a;"~^+c^a:«-*+etc., 

so beschaffen, dass der m*% (m — 2)*% («1 — 4)** etc. Differential- 
quotient nach X für a: = sich in (— l)**JI(2n+m4-l) multiplicirt 
resp. mit 

n{2n+iy 1 '/Z'(2n+3)' ' 1.2 'iT(2»+ö) ®*^* 
verwandelt. Daher wird 

^ "^ ^ ^ JT(2ii+l)iT(fii) V "^ 

2(2»+3) ^ 2.4(2fi+3)(2w+5) -^ -r V 

Führt man also, entsprechend den ^, eine Function ^ durch die 
Gleichung 
(37)... D:(a.) = x i+M^!^l^+?L±!I.-.-.-3 

(n+m4-l)(«+OT+2)(»+w+3)(n+OT+4) ,_j j^ 

"^ 2.4(2«+3)(2n+5) "*" 

^n, es mag m positiv oder negativ sein, (nar muss wegen der Con- 
vergeoz so lange — n — m — 1 negativ ist, x>l werden), so entsteht 



""~^~ ^ JI(2n+l)JZ(m) "-- -- tW' 
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und die Entwickelimg 

(37, ll) . . . ■ ' — \ ■ ■ ' TT 



^ 1.2 Cv'i'c:i)"+' ^ ' 



Eine zweite Entviekelnng derselben Grösse erhfilt man, in- 
dem man 

« + cos (9 - *J y?=T = ^^±1^ 

macht; und nach aufsteigenden ^ ordnet, wodurch eine Reihe ent- 
steht, die nach absteigenden :5 fortschreitet. Es wird dann dieselbe 
Grösse, welche auf der linken Seite von (37, a) befindlich ist 

= r+' ((*+?)* -1)—' 

<te^* ^' +1.2 *c' 



= r+\x*-i)--+V:^(^'-ir-*+fö^(«*-i)"^+«te- 



a;*— 1 
Setat man nun Air ^ seinen Werth ^ und vergleicht das, was 

z 

in die gleichen Potenzen von s multiplicirt ist, so findet man ab 
Factor von xr^-^-^ In der ersten Reihe a«, in der zweiten 

JT(iii) (te- ^ ^ 

Entwickelt man (x'— 1)""*"^ in eine Reihe und differentiirt diese 

mfach, so verwandelt sich vorstehender Ausdruck in 

(-irn(2it+tn+l) ^, .+«+1 

JT(m)n(2ii+l) ^+«+^(^)-f^ -1) ^ 

80 dass als Resultat der Vergleichung beider Entwickelungen un- 
serer — (»+!)**" Potenz entsteht 

(37, b) ... fCXtp (x) = O; (x) . {x'-lf, 
vorläufig wenn p>-n; später zeigt sich, dass diese Gleichung, 
welche der auf §.117 für $ entspricht, noch gilt, wenn auch p^it. 
(Man vergl. noch §. 50 und 51, p. 141.) 

§. 47. Die Formel (35) gab so lange m<«, für PZ einen 
Ausdruck durch ein Integral; einen zweiten liefert (36), da auch 

Heine, Handbuch d. Kugelfunctiooen. 9 
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in dieser die PZ als Coefficiettfeen cpnor trigonometrischen Reihe 
auftreten; durch Gleichseteen derselben entsteht eine Beziehung; 
die als Erweiterung der Formel (6) angesehen werden kann^ welche 
die Doppelform für P"^ enthielt. Man findet nämlich sogleich 

(38) . . . 2nP:{x) =. a., -yJ(^+^)^(^-y V+cosy y^^y^l)\oBmq>d(p 

_ . m 1.2... n /"^^ cmmq>dq> 

^^~^^ •l.3...{2n-"l)/ (a: + cos9}/a;^-l)-+' 

mit den Bedingungen m^n^ und dass der reelle Theil von x po- 
sitiv, nicht sei. Ist m >» n, so hat man nur einen Ausdruck fUr 
Pi, der wegen einer Anwendung auf einen speciellen Fall hier 
noch besonders angeführt werden soll; aus (36; a) folgt nämlich 

«lö N P»^ \ — ^~^)'^ 1-2. .. n ^_ f^"^ eoi^mtpdfjp 

wo y = — 5 — ; und Vy(l+y) das Zeichen von y'a;'— 1 hat. 

^ Piese Ausdrücke lassen sich noch verallgemeinern; bezeich- 
net nämlich f(x) eine solche Function von x> ^^^ sich für alle }( 
der Form q> — it, wo cp reell ist und sämmtliche Werthe von Q 
bis 27t annimmt; und I eine reelle Grösse vorstellt, in eine Reihe 

4 Cq -)- Cj cos ;if + c, cos 2;i; + etc. 
entwickeln lässt; also auch für ;if = V — V— *^; wo auch ^z rfeell 
ist. so wird einerseits 

nc^^ I f {(p) cos mq>dq), 

andrerseits 

({(p—'^—it) = \c^+2cn,Q>osrMpcosm{\lß+it) 

OD 

+2cm sint»a> sinm (tf^+W; 
1 

daher 

oder > =y Ay — V—»') y oder \d^. 
sinm(^ + *0/ ^ Isinmy)/ 

Setzt man den früheren Werth für c» ein, so erhält man 
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Da wir eine solche FoDction fix) in der n*** und — (n+l)*** 
Potem V4H {^4-eo8;|f y^^' — 1) bestteeD, so lassen sich die Gleiolmn- 
gen (38) nnd (38, a) durch folgenden Satz erweitem: 

1) Es ist bei positivem n 

(38, 6) . . . / (x+ cos (ff —tp — it) yx*— 1)* co^nKpdtp 

13 

= cosm(t^+t/) / (aj-t CO89 ya?*— - 1) cosm9)(Ig)^ 

ü 

(x + cos (9 — %p — fl) l^x* — iyBmmq>dq> 
u 

= sin m i^+it)/ (x + oos qp ^x* — 1)*" cos mq> d(p. 

2) War fp und < reell; letzteres nicht negativ nnd 

war ferner der reelle Theil von x positiv^ so hat man 

cof^nufdtp 



*^^ cosmopdcp 



i«+i 



/2;r 

^'*"^''^f (x+cosy)/x ^- ^ir^ - 
(38, Ä)... r^; sinmydy 

•/ (x+co8(y-v;-foyi^^ir^ 

, , , ..V Z*^'^ cosmy€f<p 

^ {x+ cos qp y x'— 1)' 

Endlich folgt durch die gleichen HiUfsmittel noch aus §. 46 

3) Ist der reelle Theil von x Null oder positiv, 
80 wird 

1 /*^^ cos WIQP 

i^»'')'" 2«+'«/ (a:+ cos (y - V - «) y?=:i)"+^ ^ 

,_/ ^>m-«- i n(n+m) Ol« (a;) ,rt_ ^.^ 

9» 
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wenn m>n, und l>logJf(y£±I); igt m<n so werden 
beide Integrale 0. 

DieFonneln SS,h und c sind alB Besultat einer imaginären 
Substitution für die Veränderliche 9 in dem Integrale für PZ 

zu betrachten; und in so fern auch mit denen des §• 42 zusammen 

zu stellen. 

Setzt man im besonderen Falle n = 0, so erhält man die merk- 
würdigen Formeln; welche Jacobi *) entwickelt hat. In diesem 
Falle sind nämlich die Werthe der vorkommenden Stücke: Pl^l, 
ferner nach (36; 6) 



m 












"• 21» 

Hieraus findet man für 



2«/ (x 



coB iug>d(p „ 



Binfnq>dg> 






= «. 



^^•ü (a? + cos(g) — V' — «OV«*— 1) 
folgende Werthe: Im ersten FallO; t<\ogM{\——\ ist 



IT, = 1; H, = (^i)«g_) coßm(v+iO; 



+ 



ff» 



Im zweiten Falle, OlogJJfl/fili, wird 

» a; — 1 

ir, = ir. = 0, 



/2w 

1— ^ 



(l(f 



f 

Bei der Yergleicbung der Besnltate achte man darauf dass dort im letzten Ab- 
sätze die Werthe von JD und D' durch einen Druckfehler vertauscht sind. 
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Jacobi betrachtet am ang. Orte dieselben Integrale in der 
Form 

/^^ conrntp d(p H^ sin m q>dq> 

1 — ilcosqp — Bsiny ' J 1 — AcoBfp — Bsinfp ' 

und setzt 

(a) . . . Äss a+a^i, 

(ß) ... B^b+\i. 
In unserer Bezeichnung ist 

(y) ... —Ä = ''^ ^ cob{^+U), 



(d) ... —B = 1^-1 sin {yj+it). 

Die Unterscheidung der beiden Fälle stellt sich Im Jacobi so> 
dafs im ersten Falle 

im zweiten 

(0 ... {ab,—a,b)'>a] + b]. 

sein muss. Bei der Vergleichung der Bedingung an den beiden 

StelleUi die nur in der Form verschieden ist, wird man erkennen, 

dass unsere Bedingung für t mit der Ä(C) < 1 resp. > 1 bei 

Jacobi übereinstimmt I die der Meister in die oben angegebene 

Gestalt gebracht hat. 

Es soll nun nachgewiesen werden, dass die Bedingung 

mit («) oder resp. (C) übereinstimmt wenn x und t mit Ä und B 
durch (y) und (8) verbanden sind. Aus diesen beiden Gleichun- 
gen folgt 

wenn die Wurzel rechts mit positivem reellen Theile oder wo ein 
solcher fehlt mit einem bestimmten, uns hier gleichgültigen Zei- 
chen genommen wird. Bildet man 

{r)-(S)i:=-{Ä-Bi) 
so entsteht rechts 
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wo dasB die ursprünglk'he Form der Bodiogiing (p) aioIi in 

oder 



'=<M') *«(/£!) 



verwandelt. Die Grösse auf der linkes Seite, von welcher der 

Modulüs zu nehmen ist heisse C 

Setzt man nun 

^i—Ä^—B^ = p+qi 

wo p jedenfalls eine nicht negative Grösse bezeichnet; so hat man, 

indem man statt der Moduln die Quadrate derselben; die Nonnen 

»untnt^ ttüd ixiir Abkürzung 

J r= (ab^ — a^ 6) 
setzt * 

A*+B* = l-{p+qi)*^a+P+qi)(i.-p-qi), 

JV(^»+Ä') = ((1+P)'+9*)((1-P)'+?'), 
also 

{a^ + a] + b*+b])'^AJ* = (l+p' + q'y-^p\ 

Hieraus folgt; dass die Ungleichheit J^p zugleich mit 

a' + al + b^+b]^l+p'+q* 

besteht; addirt man noch 

2J^2p 

hinzu ; so entsteht hieraus 

N{A^ßi)S(l+py+q' 

' '' ■ ^N(l+p + qi) 

« 

6. b. Jir(C) ^ 1; 80 dass die ursprüngliche Ungleichheit (ff) gleich- 
bedeutend mit J^p ist. Um die schliessliche Form von Jacobi 
zu finden benutzt man die Gleichungen 

/-<^« = l + aJ + 6«-a«~6' 
— pq = aa^+bb^ 
aus denen sich auf der Stelle durch Ausführung der MultiplicatioQ; 
welche die linke Seite andeutet 
(^'+jf»)(J«-.p') = J^+J^a'^+b^^a]-b])^{a'+b')(al + b]) 

= (^'+«'+&')(^V-a!--&?) 
ergiebt. Vorstehender Ausdruck zeigt; dass J'^p gleichbedeutend 
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vaii d*^a]+b\, voUsUnclig ds8& 

gleichbedeutend mit 

ist; was nachzuweisen war. 

* §. 48. Die Formel (38) des vorigen Paragraphen kommt 
zuerst; in einer nur unwesentlich Terschiedenen Fonu; bei Euler 
vor; die Untersuchungen über den Zusammenhang der beiden In- 
tegrale welche die Gleichung verbindet, hat ihn an verschiedenen 
Stellen beschäftigt. Nachdem er bereits im 6**"" Kapitel der Sectio I, 
Vol. I; Bo. 290 seiner Integralrechnung die Beziehung zwischeli den 
von g> freien Grliedem in der Entwickelung der beiden Ausdrücke 
(l-^ncoifY Und (l+wcosy)""''""^ nach trigonometrischen Reihen^ 
und damit unsere Formel für m = bewiesen hat; giebt er im 
vierten Supplement zum 5**" Kapitel (im 4*®" Bande der Integral- 
rechnung) §. 21— §. 112 das von ihm errathene Theorema maxim^ 
memorabile circa formulam' integralem 

cos Xq>dq> 



fi 



(l+a*— Sacosy)""^^' 
erst §.83 geht er an den Beweis dieses theorematis insignis per 
conjectnram eruti. (Dass dies Integral sich nur ganz unwesentlicb 
von unserer Form der P« unterscheidet, lehrt der Augenschein.^ 
Legendre beweist den Satz in den Exercices T. I, p. 376; man 
vergl. auch T. II; p. 274 un^ Trait^ des fonctions elHptiqueS; T. II, 
Appendice^ Sectiou premifere. Endlich hat Jacobi im 15*®'' Bande 
des Crelle'schen Journals*) einen sehr einfachen Beweis gegeben^ 
der zum Zwecke einer späteren Verallgemeinerung hier reproducirt 
werden soll: 

Es sei m eine positive ganze Zahl; ^ n wenn n ganz ist; sonst 
von beliebiger Grösse. Es lässt sich alsdann das Integral 

(o? + cos 9 ^a?* — 1 )* cos my itpy 



/ 



ü 



*) Formula transformfttioni» integralinm definitorum, p. 9. Die oben auseinan- 
dergesetzte Methode Benutzt Jacobi erst im 2&sten Bande des Journals. 
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welches in dieBem Paragraphen «/« oder scblechiweg J heisaen mägf 
durch die Formel (26) für sin fng> transformiren. Macht man näm- 
lich coBg>sszUy so ist nach derselben 

m ""'^rfu— A^ "^ y' '^""l.3.5...(2m-l)' 
also . 

cosm^ dg>=sk j-^ \^(1 — «*) ^ J du. 

Setzt man diesen Werth in J ein, so geht es in ein Integral von 1 
bis — 1 nach u über; integrirt man hier durch Theile, indem man 



jedesmal die Anzahl der Differentiationen von (1— u*) ^ um eine 
Einheit verringert, und bemerkt, dass jedesmal der von der In- 
tegration freie Theil für die Grenzen +1 verschwindet (da (1— 1«')5, 
wenn » irgend eine positive Zahl bezeichnet, weniger Male nach u 
differ^itiirt als die grösste ganze Zahl unter » angiebt, iiir o; c= +1 
gleich wird), so entsteht nach m solcher Operationeq 

/. = (_y^ii:i)-fc._^_y^-%+„ygrri)»-»(i_„.)^d„, 

oder, wenn wieder für u sein Werth cosy gesetzt wird 

(— 1) ^ JI(n) ** J C^ + cosyya;*— i; sm g>dq). 

Hätte man in derselben Art «/.n-i behandelt, so würde die linke 
Seite der neuen Gleichung 

(a;*-!)-*'* n(n) 

^_^ II • ■ 

k n(tn + n) 

geworden sein, die rechte 



J— 



ft— 1 



/ 



Diese stimmt mit der rechten Seite der vorigen Gleichung übereio^ 
wie man sogleich einsieht wenn man die Substitution des §. 8 an- 
wendet, vorher aber in der Gleichung welche J» enthält <)p = fi — fj 
setzt, wodurch ihre rechte Seite in 

(x — eofi^]/a?'— l)*"'*8in^*i?di7 





/ 
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flbergeht In der That^ nachdem 

x — cosiy )/«•— 1 = 



smi? = 



dtj = 



a?+co8y ya?* — 1 

sino) 

■ • ■ ■ ' ^ ■ ■ p 

iT+cosrp ya;'— 1 



gemacht ist^ yerwandelt sich das Integral in 






^ (x+coBfp ya?*— 1)""^^ 
Die Vergleichung der linken Seiten liefert dann 

also die Beziehung zwischen den beiden Integralen, welche in (38) 
enthalten ist; und zwar hier für ein beliebiges, positives oder ne- 
gatives, ganzes oder gebrochenes n, da die Substitution nach §.8 
auch noch in diesen Fällen anwendbar bleibt, wenn nur die n'^'^ Po- 
tenzen wie daselbst in der Anmerkung bestimmt sind. 

Anmerk. Dieselbe Methode zeigt, dasseine einfache Beziehung 
zwischen J» und «/.«-i noch besteht, wenn dem einen Integrale statt 
und n beliebige Grenzen q}^ und g>^j dem andern solche welche 
den Substitutionsgleichungen entsprechen gegeben werden. 

§. 49. Es ist leicht, eine Differentialgleichung aufzu- 
stellen, welche der für F* ähnlich ist, und welcher P^(x) genügt. 
Man gehe dazu von dem Ausdrucke dieser Function durch ^"^ in 
(34, a) aus ; ^ ist im wesentlichen der m^^ Differentialquotient 
von $Q oder von P"*, letzteres gleich s gesetzt genügt der Dif- 
ferentialgleichung (9), also nach §.34 sein m*^' Differentialquotient, 
gleich «*• gesetzt, der Gleichung (25) 

(a) ... (1— a?*)-~^— 2(iw+l)a;-^ + (n~m^ 
Dieser Gleichung muss daher is'" = $m(a;) genügen; da femer 

p:=(]/s^^zt)-5p»^ 

so wird, wenn man für «"* als neue Veränderliche 

(b) ... y = (}/?=l)"»« 



betrachtet; eine Differentialgleicbung für y entstehen > von der ein 
particnläres Integral y = PZ{x) ist Führt man die Rechnung aus, 
so ergiebt sich 

(39) .•. (l^a?«)»^-2a;(l~a?*)^+[«(«+l)-m*-fi(n4-l)a?*]y = 0. 

Die Eigenschaften der Integrale dieser Differentialgleichung sollen 
nun durch directe Behandelung der Differentialgleichung selbst näher 
untersucht werden^ da eine Anzahl von Aufgaben auf dieselbe fiihrtj 
es wird sich zeigen, wie durch diese Methode die Hauptbeziehungen 
der Pm sich ohne Hülfe der Formein ergeben, durch welche wir sie 
in diesem Kapitel aufgefunden haben, so dass man zwei Methoden 
besitzt, deren Werth sich nicht wohl vergleichen lässt. 

Man denke sich also die Gleichung (39) vorgelegt, ohne dass 
man auf dem oben angezeigten Wege zu ihr gelangt wäre. Es ist 
zunächst klar, dass im besonderen Falle m = 0, (39) sich auf die 
Differentialgleichung (9) der P* reducirt; wird durch 

(b) ... y = (|/?C:i)-»ä(-) 
eine Grösse ä^"*^ eingeführt, so genügt »(*") der Gleichung (a) ; man 
findet ferner, dass eine Function ««, welche durch die Gleichung 

(c) ... y== ()/irzT)-«-5^ 

definirt wird, immer 

(d) ... (l'-x')^+2{m-^l)x^+in^m+l){n+m)^n.^0 

genügt, die sich von (a) nur durch das Zeichen von m unteorschei- 
det, und mit (25, d) im §. 35 übereinstimmt 

Ehe diese Gleichungen, zunächst nach den Prinzipien der §. 34 
und 35, weiter untersucht werden, wollen wir einige andere For- 
men derselben angeben, in ähnlicher Art wie es §.12 mit (9) ge- 
schah. Durch Einführung von a; == cosö geht (39) in 

(39,a)... g+cotg<?^ + («(«+l)-^> = 

über; durch die Substitution p = t '^x*—-! in 

(39,6) ... ,.-,.,Ä + i^| + („,„+„_5l),^0. 

Femer entsteht eine bemerkenswertbe Form» der Gleichung durch 
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Sinittkraag der ßcbon <^ angewandten YeräaderUchen |> wo 

in (a) und (d). Hierdurch erhält man 

(40)... |»(|._i)^ + 2|(m+(m+l)r)^ . 

-(i»+i»+l)(n-«){|'-l)«» = 0, 

(40, a)... |«(|«_l)g?_2|(m+(m-l)n§^ 

-(«—»+ !)(«+»») (l'—l)»« = 0; 
der VoUstäudigkeit halber können nooK die beiden Gleichungen 

(40, 6) . . . -^^ + (2»i+l)cotgö-^+(n-»»)(n+ro+l)»« = 0, 

(40,c) . . . r^-.(2w-l)eotgö-^+(«+w>(n--i»+l)«« ==5 

hinzugefügt werden. 

§. 50, Hat mm das vollstäiidige Integral der Differentialglei- 
chung fbr «** und für s»; so erkennt man aus den Betrachtungen 
des §• 49 sogleich; dass zwischen ihnen die Beziehung 

{a) ... a« =^ (j;'-ir»« 
besteht; so dass also eine neue Verhindung der Integrale ^ 
und »a, gegeben ist; auf welche der Verfasser (Grelle XXVI, 
Anmerk. 1 ) aufmerksam machte. Um die Betrachtungen nicht zu 
weit auszudehnen; soll in diesem Paragraphen nur ein solcher Wertfa 
für m genommen werden, welcher ^« ist. Dann folgt aus §.34 
vermittelst des allgemeinen Werthes von x>^ durch m fache Diffe- 
rentiation der allgemeine 



(6) ... Ä« = a -r-r- + b 



f 



wo a und h willkürliche Constante bezeichnen ; den mit 6 n^ultipli- 
cirten Theil kann man auch nach §. 35 durch 

ersetzen. Durch mfache Integration folgt ferner aus §. 35 
\a) ... »g, = o - 
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Aus (S), (c), (df) Terbmideii mit (n) fiest iiimn iiiiii zmielnt dEe 
Gleichimg (32) ab, wenn man bedenkt,* daas ifie mit a nnd a mnlti- 
pliditen Grössen ganse Fnncti<men Ton x aind^ die mit fr nnd ß mnl- 
tiplicirten fär j; = oo verschwinden. Die Constantenbestimmnng 
geschieht wie frOher bei ähnlichen Gel<^nheiten durch Verglei- 
chnng der höchsten Potenzen Yon x. Es entsteht zwötens die nene 
Gleichung^: 

/r(fi— «) ite*~" "" n{n+M) dsB^^^ *' 
^ = (x*-l)/'^-j^, («<«). 

Nach der Methode von Abel welche im §.31 erwähnt wnrde 
lässt sich ans einem Integrale von (39) s. B. aus PZ{x) ein zwei- 
tes Qm durch eine Integration ableiten. Man findet nämlich durch 
dieselbe mit Fortlassung der doppelten Indices 

('•-')i('g-«'£)=-K'g-cS). 

also 

p V (x'-iKP{x)y 

Bestimmt man c gehörig durch die Festsetzung dass 

a?«+*(?l(a?)=l, (a:=oo) 
sein soll, so wird c = 2«+l also 

"ri 

, {x^^i)ip:,{x)y 

§. 51. Es sollen jetzt die Integrale der Differentialgleichungen 
des §.49 in Beihen entwickelt werden. Fürms=Oist dieEnt- 
Wickelung schon im §.22, 27 — 29 ausftihrlich behandelt; hier wer- 
den nur die Beihen besprochen, welche bei dem jetzigen Stande 
der Theorie als die wichtigeren zu bezeichnen sind. 

1) Entwickelung nach absteigenden x. Benutzt man §.49,a^ 
so ist klar, dafs man durch m fache Differentiation der für in = 
gefundenen Beihen die für «^''> erhält. Setzt man alsO; wie es 
Gleichung 34 nnd 37 geschah 

*) Bertram: Ueb« Kagelfanetionen S. 11. 



dx 
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«• /-.x — -*-» (n—m)(H—m—l) -.«^ , x 
?^« («) - «— 2.(2«-l) *^ + ***'• 

JX.(«) = X——» + 2.(2»+ 3) * + ***• 



80 ist 



üW = a?:+6!D:; 



2 ' 2 ' 2 

I 



da ferner $1», Dum particuläre Lösungen von §. 49;il sind, so 
rnuss auch 

werden; folglich findet man auch für m^n die Gleichung 

syi^ix) = (x'-irz^iix), 

die bereits §. 46, Gleich. 37, 6 für den Fall bewiesen war, dass m>n. 
2) Entwickelung nach absteigenden q. Die übliche Methode 
giebt als Integral von (39, 6) 

_,/ n+m n — m 2n— 1 «\ 

■ a^.,.ivf **+^—^ w+l+i» 2»+ 3 ^\ 
+ P9"^K—2~' 2~' ~^~> ^) 

Vergleicht man diese Lösung mit der vorigen 

und bemerkt, dass die mit a und a multiplicirten Functionen ftlr 
f = cx> selbst unendlich werden , die mit 6 und ß multiplicirten 
Terschwinden I so ergiebt sich dass die gleichartigen Gruppen von 
Lösungen dieselben Integrale darstellen müssen. Hieraus folgt 

Während P*(a:) oder Po(a?) bei Legendre und Laplace so- 
gleich als Function von x in Form der Beihe auftritt, welche schon 
durch (2) eingeführt wurde, so kommt die Zugeordnete Plix), die 
ebe Lösung von (39), zuerst als nach q geordnete Keihe bei 
Laplace*) vor. Erst bei Legendre**) wird dieselbe in obiger 
Art als Produkt von (^fx* — l)"" in eine nach x geordnete Beihe 

*) Memoiren von 1782, S. 141. 

**) Memoiren von 1789: Suite des recherohes sur la figore des plankes. 
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%i,;4o. 



Ans (6), (c), (d) verbunden mit (a) liest man ' 
Gleichung (32) ab, wenn man bedenkt,' daea dir* \ 
pHcirten Grössen ganze Functionen von x sind ^ '^ 



tiplicirten Air ^=00 verscbwinden. Die ' 



V 



geschieht wie früher bei ähnlichen Gele- . « ^ 

chung der höchsten Potenzen Ton x. Es » '.■ \* \^ 
Gleichung*): ,,, ' \^ >^g 

m„-m) dx— H^ \ \ 



Nach der Methode von Ab- 
ISsst sich aus einem Integral 
tes QZt durch eine Integratir 
dieselbe mit Fortlassung d^ ,^ , 

'dx\ ax>, ' 

.1^ <e 



^K 
A. 



% 



(^'- 



jy 



>j 








^J 


^ 




■i, 




; 


Bestimmt man 


c ffi 








'%. 




4-^ r')- 


•ein soll, • 




% 


eine nach CÖBinus 






.Leibe; von den beiden 








^i. §. 29) noch immer die 


§.51. -^ 






beiden Ausdrücken fllr Kt 


de. §.49a 
wickelor -< 








den l\ 

der "% 






„_.)<»+fc=^s;co.(,-»-2,. 






9 


l)St«^co.(„-„-.,.+ etc.), 



for^esetEt, bis sie von selbst abbricht. Fllf 

.an die £ntwickelang von /^, welche mit der von 

bis auf die unteraoheidende Conetante übereimümtnt. 
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Für den Fall dass n—m gerade ist, hat Hansen*) diese B^# 
angegeben; ma^ wird bemerken dass .bei ihm N(u^f^), wenn B mit 

\n^0 vertauscht und ^ == — r — gesetzt ist,' bis auf einen con- 

stanten Factor mit unserer Reihe übereinstimmt; die CoefBcienten 
von den Cosinus der Vielfachen von 6 möchten hier eine etwas 
einfachere Form erhalten haben als an jener Stelle. 

♦4) Entwiclcelung nach aufsteigenden —r—. Im §.4 wa- 
ren für P* aucli Entwickelungen nach Potenzen von sin^ö, etc. 
aufgeführt ; unsere Differentialgleichung gestattet, auch fiir iC solche 
Auadi'ücke aufaustellen. Führt man in (a) und (d) des §. 39 für x 

die Veränderliche t> ssi — — — ein, so verwandeln dieselben sich in 
f>(l-t>)-^+(m-\-l)ii-20)-^ + (tt-m)(n+m+l)z'' = 

Integrirt geben diese folgende ganze Functionen von t? als par- 
ticuläre Lösungen 

a« = e**F{—n, n+1, m+1, v). 
Die Gleichung (a) des §. 50, welche diese Functionen a* und «» 
verbindet, ist nach gehöriger Bestimmung der Constanten 

(1 — f>)"* F(m — n, m+n+1, m+1, v) =z F{—n, n+1, m+1, f>), 
während man findet 

iPK^o) = 2-".^^^^^F(m-«, «+„+1, «,+1, •). 

Diese vierte Art der Entwickelung ist hier berührt, um die Formeln 
nicht unerwähnt zu lassen, welche Legendre zur Behandelung von 

cos tn^ dtp 



"~ nJ i 



•jf (1+a* — 2acos9)'*"*'* 
benutzte. Dividirt man in dem Integrale Zähler und Kenner durch 

(1— o')*"*'\ und setzt • = a?, == — -Vj:*— 1, so findet man 

/ , 

. *) Abhandlusgea der Königl. GäohBisohen G^ellsckaft der Wissenso^aften 
zn Leipzig, Bd. IV: Entwickelung der negativen und ungraden Potenzen der Qua- 
dratwurzel der Function r'+r'*— 2rr'(cofl.l7oosl7'+sinC^«inl7'cosJ), S.346, no.4l. 
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Bach (38) 

/ W 1.3...(2n-l) , 

(I_o«)"+-+* 1.2... n ^'^^ 

a* 
und tetat man den Werth für S, ordnet dann nach v = — r 1: 

JI(m+») g'" «/ ^ ^,, ^,. _a^>v 
JI(m)JI(n) (1— a*)"*" ^ ^ • ^ » ^ 1— aV 

Dies ist Legendre's*) Formel, die Jacobi**) durch Anwendung 
seines Ausdrucks für sinmd (§. 36) ableitet. Euler f) hat eine 
andere Form für dasselbe Integral benutzt, die nach Potenzen von 

_-_s= — i oder von tangö fortschreitet, während unsere 

nach sin'^Ö. Diese Entwickelungen, von welchen man für m = 
bereits Proben hatte, verfolgen wir nicht weiter, und übergehen 
ähnliche, die sich sämmtlich als ganz besondere Fälle djer allge- 
meinen von Kummer ff) betrachteten Umformung der hypergeo- 
metrischen Beihe ausweisen. 

§. 52, Nach den F^ kann sich eine Function f{x) auf doppelte 
Art entwickeln lassen; zuerst in eine Beihe 

f{x) JTa'K(x), 

in welcher der dann zur Abkürzung hier fortzulassende Index m 
festgehalten wird, zweitens in die Beihe 

in welcher dasselbe vom oberen Index n gilt. Um im ersten 
Falle die Coefficienten A zu bestimmen und die Einheit der Ent- 
wickelung nachzuweisen, hat man nach Anleitung des §.15 nur 

-X 

zu untersuchen; man zeigt hier, wie §. 14, dass J ss wenn n 



*) Exercices T.II (no. 25), §.172. 

**) Grelle, Joum. f. Math. Bd. XV, S. 9. 

t) Institutioneg Calculi integralis Vol. IV. Suppl. ad T. I, Cap. V, §. 98. 

ff) Crelle, Jonrn* f. Math. Bd. XV: lieber die bypergeometrisohe Beihe 

l.y 
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nnd V vemcliieden Bind, und findet ausserdem den W^rtfa v<m J 
für y = fi. 

Um das erste sn beweisen; leite man ans (39) die Gleicknng 

ab; zwei Integrationen durch Theile verändern das erste Glied der 
linken Seite so, dass n und v sich umtauschen. Da aber daa so 
entstehende Glied nach (39) auch 

ist; 80 muss (it(it-fl) — y(y-fl))./ = 0, d. h. J selbst sein^ wenn 
nicht n = y. 

Wird aber n = v, so folgt ans 34; b nnd e, dass 

jT(2»)jr(2») ^ f^ o'-^'^jx^'-iT dr^{x^'-iy 

ist, und wenn man dnrch Theile integrirt^ wodurch in beiden Aus- 
drücken unter dem Integrale rechts m sich in (»i — 1) verwandelt, 

dass es 

^ iT(2»)JT(2n) 

JI(ii+«i— l)il(ii — iti+1) *** 
wird, 80 dass man erhält 

j ^ (»+»») j _/ .^ (n+m)(n+m—l)...(n+l) , 
(n-m+l) -"'""^ ^^ (n~m+l)(«-m+2)...n •'»> 
aber J^ selbst ist (p. 118): 

und das letzte Integral nach §. 14 gleich ■ Stellt man diese 

Ausdrücke zusammen, so wird 

an j -r ir ^ ii(n+m)ir(»~fii) 

t41)... /.-( 1) 2^,4.1 (1.3...(2«^l))« ' 
nnd 

r4i a^ A» - r-ir H2i:l (i.3...(2ii-i))* /•» , . . 

Dass J verschwindet wenn n und v verschieden sind, geht aus der 
Arbeit von Laplace in den Memoiren von 1782 no. 18 hervor, ist 

Heiney Handbuch d. Kugel Aioctionra, IQ 
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aber erst rm Legendre"^) afuidrftcklioh ^fngt, cUr «n^V i&r 
den Fall n = y berechnet hat. 

Die Bestimmang der Coeffioienteu \0 gestaltet eich niobt.eben 
80 einfacihj dass die Entvickßhng nur auf eine Art möglich ist 
zeigt sich| Indem man beweist^ dass 

fUr alle s nur dann verschwinden Icann, wenn alle B Null sind« 
Setzt man zuerst x^l so muss dazu B^ gleich sßini weil P^, 
P, etc. verschwinden; dividirt man diMin durch ^x* — 1 und setzt 
X =s 1, so muss auch B^ gleich Null sein )^tc. Man erhält dadurch 
auch ein Mittel^ die B bei EntwicI^elung von f zu bestimmen^ indeni 

^^""^rff^"^ für «= 1 gleich fi«?:(l); etc. 

Aus p. 142; ad 3 ist klar; dasa ¥»(l) nicht verschwiadet 

§•63* um die P» recurrirend berechnen zu kömien^I 
man pasamd« FcMrm^ durch §• 49, a aufstellen. Da »** =: $ 
dieser Gleichung genügt; und 

^!^ « («-«)(ii-m-l)^:+,(«), 

i 

flo erbSlt man zunächst 

nnd beim IJebergang« v^q den ^ bü den P, (34, o) 

(42)... («-«-l)/C+ii(#)+2(m+l)74='C+i(«)-(«+«+l)Ä(aO = 

yx — 1 

wo m<n, aber auch negativ sein kan^; wie man einsieht j f 
man (32, a) d. h. die B^ziehu^g P.^ c= Pm benutzt. Auch 
m = — 1 gilt diese Gleichung > und giebi dann die schon beka^ 
Belation Pi = P-.i; will man sich der Formel zur success 
Berechnung bedienen , «o kann man von P^ = (^o?*— l)* und 
Pi,i = aj(ya?*— i)"*^ ausgehen* 



*) IlMMrfxw T^n 1789» a*48a— 4a&i »0.48 mi^ 49. 
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FflUfteii Kapitel. 

Zugeordnete Functionen zweiter Art. 

§. 54. In ähnlicher Art wie den P" werden auch den Q* Funo- 
tionen ssugeordnet; zu deren Einführnng die Integralform am geeig- 
netsten erscheint. Durch zweckmässige Behandelung des Ausdrucks 

dessen Zusammenhang mit JC aus (38) zu ersehen ist; hätte man 
die wichtigsten Eigenschaften der letzteren Function ableiten, und 
zwar, ausser der augenblicklich klaren Beziehung zur Entwickelung 
von (aj+cos^ya?*— l)", die Differentialgleich. (39) finden können; der 
das Integral genügt. Dies soll zunächst gezeigt und dadurch der 
Uebergang zu den Ql(^)y den Zugeordneten zweiter Art ge- 
bildet werden. 

Man setze J, vollständiger 

J»(y) = / (x+cosip/x^^y cofim(pdq>f 

u . 

»+cos^yaj*— 1 SS r; 

Qnd'ftadM dann dareh Dtfferentiatbn 
yx*—i -^ — n J«+i = nt r*-^| yo?'— i (cosmy— cosy cos(iii+l)9)) 

[>s^ + « (cos 9) cos mq> — cos (ifi+1) 9) 1 rfy, 

oder wenn man ziisammenzieht 

t=r »/ r""^| sin (i»+l)y .ya?'-^l -f x sin myl sin 9) dq>. 
u 
Dieser Ausdruck ist eine Summe zweier Integrale; das erste und 

dann das zweite giebt nach Integration durch Theile redp. 

— r» skn(iii+l)y+(m+l)J«»+i, 

r» sm my + -p==r J,» , 



so dass man durch Zusammenstellen der Resultate findet: 






10 
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Macht man nun qp = n; und denkt sich n positiv oder wenn es ne- 
gativ genommen wird o; nicht rein imaginär^ (weil sonst r gleich 
Null werden kann)^ so verschwindet der von der Integration freie 
Theil; und man erhält f)ir Jm(n) die Gleichung; aus welcher die 
Haupteigenschaften der PZ sich leicht ergeben (m. vergl. §.56): 

(5)... y?iii-^_-^j::;=(m+»+i)j:+,;(y=„). 

Eine andere Form derselben Gleichung nämlich (<p = n) 

findet man aus (6) auf der Stelle nach Division durch (}^a;*— l)*"*"*, 
und eine p fache Anwendung der Formel (c) liefert (q>:= n) 

— ÜLtL 
= (ifi+n+l)(i»+n+2)...(iii+«+p)(a:'— 1) ^ J2+p- 

Die Behandelung des Integrals, welches durch Yertauschung von 
— (it+1) mit n jaus dem eben behandelten entsteht, also von J«"' (9) 
stimmt mit der vorhergehenden genau überein; man hat n«r m 
allen Formeln (a) bis (d) dieselbe Yertauschung vorzundimen. £& 
entstehen also die Gleichungen: 

(a) ... ya:'— 1 — -r r- Jm 

= (ifi — «) •Crr*— p^ (sin (w+1) q> + -p==- sinniy) 
für jedes g>; für 9) = ^: 

=s(ifi+p— 1— n)(«i+p— »)...(fii— fi)(aj*— 1)"" * JS+JT^ 
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Beispiel. Für « s= — ^ erzeugt man aus 

V dtp 



=/ 



/oj+cosy ^x^—l 
dem elliptischen Integrale erster Gattung, durch Differentiation 
nach X vermittelst (a) und (a) 

V cofim(pdq> 



=/ 



ü y^j+cosy ^o;*— 1 
§. 55. Man geht nun von den P zu den Q in ähnlicher Art 
über, wie es bei dem einfacheren Falle im §.23 geschah, indem 
man für q> eine imaginäre Grösse it einführt. Um auch hier die 
imaginäre Substitution zu vermeiden, behandele man wie J im §. 54, 
indem man sich n positiv und zwar vorläufig ganz denkt, hier 

v (i\ - / ^ coBmiidi 

"•^^"Z (a? + cos«l^^=ir^' 

Lmit) = / (o:— co8»< ')/x* — l)*coBmitdt. 



Beizt man für den Augenblick 

x+co$it y«*— 1 = g, 
so entsteht 



dKm X 



(a)... ]/ir=i^-,»_^jir^ 

e^^ ya?*— 1 ^ 

So lange m<fi, wird daher der von der Integration freie Theil 
verschwinden, es mag übrigens m positiv oder negativ sein, und 
man erhält für f = oo die Gleichungen ß, y, d des vorigen Para- 
graphen, wenn man J^"""* mit 

tA^\ V /** cosm t^dl 

^ \x-\-Q,o%%t ya?*—- 1; ^ 

vertaiischt. Bei (ß) wird man nicht vergessen dürfen, dass m+p 
nicht It übersteigen darf, weil sonst ÜTm+p die Bedeutung verliert. 
Vergleicht man L mit J" und leitet daraus die Gleichung welche 
§. 54, a entspricht her, so findet man, dass der Theil, welcher (a) 
dort von (b)-unterscbeidet, für kein constantes, d. h. von x unabhängi- 
ges i verschwindet ausser 1=0. An die Stella vonr dort tritt hier 
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a =r (oj— cosil ^0?*— l) 
auf; der erwähnte Thell würde also, da n positiv ist; verschwinden^ 
wenn t so gewählt wird; da$s tr verschwindet; d. h, dass 

Dadurch erhält t aher eineu von o; abhängigen Werth; und bei 
der Differentiation -— wird man nicht allein den Ausdruck finden; 

welcher unmittelbar aus dem von -7-^ abzulesen ist: jener Werth 

wird nur -^ sein, wenn man mit Jacobi den Buchstaben d 

braucht um partielles Differentiiren anzudeuten. Der noch hinzu- 

dLm dt 



tretende Theil 



dt dx 
= (x — COS»f}/iC*— l)"coalflt^-7— 



wird aber 0, da t eben so gewählt ist; dass es a verschwinden lässt. 
Man erhält also wieder Formeln wie (6) bis (d) im §. 54^ wenn 
man nur ^x* — 1 mit — }/a?*-^l vertauscht; (indem aus Gründen der 
Zweckmässigkeit^ die man durch Vergleichung mit §. 25 verstehen 
wird in L der Wurzel das negative Zeichen gegeben wurde). Setzt 
man also, (indem man t den besonderen Werth giebt, und in dem 
folgenden unter J, K, L immer nur die Integrale zwischen und n, 

reip. und oc, reap. und logy r verstebt) 

(44)... I^m^J (a? — cosii*)/af*— l)"cosiiiittrft« 

u 

so wird 

(6) ... yi5=T^--^^L. = -(m+n+l)L^^, 

(") - ^((a' -l)~^i«)= -(~+"+^)(* -l)'~^^-+i 

(tf>... — 

-=±? 
=B(-l)P(«+iH.lXm+»+2>...(»+»f|>)(»*-ir * A^i^i 
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tfi darf m (rf) der Buchstabe p jede ganxe Zahl bezeichnen. [♦Für 

logl/-^^r nehme man dieselben Grössen, welche dafür §. 25 und 26 

geBcrtzl wurden. Unter x kann wieder eine Grosse desselben Zei- 
chens wie dort, also im Allgemeinen von positivem Zeichen veis 
standen werden, da der Fall des af mit umgekehrten Zeichen MAi 
darauf zur^kgeitohrt werden k^^nn. Pass n auch gebrochen sein 
darf, wird man wie bei früheren Gelegenheiten (§• 8j Anmedk.) 
auck hier beweisen«] 

§. 56. S&mmtliche Ausdrücke J, K, L (in denen die 
Integration zwischen den für jeden' angegebenen be* 
sonderen Wertheii' ausgefUhil; ist), genügen der Dif- 
ferentialgleichung (89). 

Die mit den lateinischen Buchstaben 6, c, d oder den ent- 
sprechenden griechischen bezeichtieten Gleichungen der §§• 53 u. 54 
genügen zum Beweise; man führe ihn z. B. für die L. 

Da Lm = L^m so giebt (c) 

.^((«•-l#L.«) = (m-n-l)(aj«-l)T^£-(«-i). 
Die rechte Seite dieses; Gleiebung ist aber 

• ' (;ii-ii~l)(a;*-l)^I«-i; 

dividh*t man sie durch (a?*---!)'*"*, verwandelt links L-» wieder in 
£m; un4 differentiirt, so wird 

^[(«._.r<-'|((.'-.fr.)]=(»^i)i((-'-if'^i^> 

Die rechte Seite istj wiederum nach (c) 

-(i,i-^«^l)(,»+„)(a,«-i)''"2-i^^ 

die linke, nach Ausführung der Differentiation und MultipEcation 
mit («*— 1)'5' 

Dies^ vermehrt um (f?H«fi)(fNi -^i»— 1)j&m tiud dann gleich gesetast, 
gi^l^ abw <d9>. 
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War n ganz und positiv und m ganz; so werden JZ und Jf» 
nur so lange Integrale der Differentialgleichung (39) sein können^ als 
m<C« + l; denn ersteres verschwindet, sobald m>n und für 
tetetereB gilt (s« o.) nicht mehr die Formel (jß). Man hat aber 
noch immer wenn auch m>n, zwei offenbar verschie- 
dene Integrale von (39), nämlich J*"""^ und i«. 

Ehe wir die J verlassen, soll noch angedeutet werden, wie die 
gefundenen Belationen (6) bis (d) auf die Werthe derselben füh- 
ren, welche sich in den vorigen Kapiteln bereits für sie ergaben: 
Jlf^ wird, wie aus dem Integrale ersichtlich ist, bis auf eine Gonstante 
{}^a?*— 1)"; macht man in §.54, d 

m =5 — », p = n+j», 
so folgt aus . 

/I. = c(a:«-l)^ 

und eine ähnliche Formel für Jl^ = J^; etc. 

§. 57. Wir gehen nun zu den K und L über, welche den 
Gegenstand dieses Kapitels bilden, während die J nur ^Is Mittel 
benutzt wurden, die K und L einzuführen und eine Methode f^ ihre 
Untersuchung zu verschaffen. Die Integration soll immer zwischen 

den besondera Grenzen und oo resp. logy ' ausgeführt sein* 

Aus §. 55 folgt, dass JT» derselben Gleichung (S) des §. 54 ge- 
nügt, wie JJ"""**; setzt man dort also Jf« für JZ'^^\ macht dann 
m=sO und schreibt darauf m für p^ so entsteht 

Aus §• 56, d folgt auf gleiche Art für alle ganzen m 

SO dass alle K und L aus einem einzigen, Jif« oder L^ abgeleitet 
werden. Es ist aber K^vsz L^, wie man aus §.23—26 weiss, und 
jedes ist genau ff'ix), wodurch man die Doppelgki^ong für JK» 
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«Hd Lm «rhilt , 

(c)... (-1} (i^aT«-!) .^-- = _-__^Ä-. = -^^i«. 

Die Bezeichnung K und.L für jene Integrale war nur eine vor-^ 
läufige ; indem eine Function Qm eingeführt wird, drückt man beide 
Buchstaben durch den «inen neuen au«. 

Eine zweckmässige Festsetzung für die Bedeutung des Buch- 
staben Qm wird man durch Vergleichung mit der von Pm erhalten. 
Es war PZ gleich dem Producte von (l^a?*— l)** und einer Reihe 5pi 
deren höchste Potenz von x den Factor 1 hatte. Hier hat man, 
wenigstens wenn x>l (m. vergL (37)) 

<*)••• -jgs- •* <-~l) JI(n) *^-' 
80 dass flir «> 1, (y«*— l^Dl gleich 

^'f-'" ^ ^^ 1.2... («+«)^'* ^'' dar 
werden wttrde. Wir setzen deshalb fest, dass 

JT« /^ cosmUdi 



sei, und zwar ist der erste Theil der Gleichung Definition ; der 
zweite, so lange m^n, Folgerung aus (c). Aus (45) ergeben sich 
nun rückwärts die Formeln d, e, f, mit äülfe von (a) und (6). 
Zwar weiss man in jedem Falle, welches die obere Grenze 

logV-— Y irt; zwei Fälle sind aber als besonders einfach hervor- 
zuheben, erstens x reell und >>1, in dem nichts welter hinzuzu- 
Aigen ist, und zweitens x rein imaginär s iy. In diesem Falle kann 
man die allgemeine Betrachtung so modificiren, dass man nur durch 
Integrale mit reellen Grenzen geht; es scheint dies aber eine über- 
flüssige ArMt 2tt sein, nacbdom bereits §.20 entsprechend^ Be^ 
traefatungen bei einem später allgenMa bebandelteo Fälle (§.26) 
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vorkamen. Wenden wir sogleich die allgemeine Formel an, «^ wird 
nach' §•% jener Lo^garithmus ss^ärccotgy^ macht man dann UFs—to 
(und setzt darauf wieder u für c), wodurch die Grenzen und 
arccotgy für c entstehen, so wird das mittlere Glied von (45) zu 

j /•«rccolgjf /— 

(45,ö) —jjT^J (a:— cowV«'— l)*QOW»ii«*i; (0<arcoo1gjf<^) 

vereinfacht. 

Fasst man Alles zusammen, so ist also die Doppelglei- 
chung (45), die sich für m^n nur auf eine einfache, die Gleich- 
heit zwischen den ersten beiden Gliedern reducirt, eine solche 
welche die Function Qm{^), die Zugeordnete der zweiten Art, mit 
den bei der DefisKÜen yen (y , durch em Integral erläuterten Mo- 
dalitäten einführt, und zugleich, wenn m^n, eine Transformation 
in ein zweites lotogral fiefert. E$ ist ferner < 

(?: = (|/S^::i)"*!Qi(a^), 

wo Om für alle x nach Potenzen von a;+|/a;*— 1 geordnet werden 
kann, fUr o^ > 1 nach absteigenden Potenzen von' öd: Aridere Eigen- 
schaften derselben findet man in den: vorhergeJ;ie»den.Faf^cafb«9» 
Ferner ist Q» ein Integral der Differentialgleichung (39). 

[♦Aus (45) folgt, dass Ql(x)^{^tf^Q'^(^x)j a^«enom. 
men den Fall, wo x reell und <; X. Aus (24) weiss man, dasa es 
ficfa in letzterem Falle nur um. die Beadehung von 



Tj-m /*" cosmitdt 

/ (x—cosnyx^—iy^ 



►+i 

ZU 



K.^/ 



*" ' cö&fnitdt 



^ (a?+costffaj*— 1)****' 
fttr den Fatt x=s,oo^ß bet^deli. Nach §. 34^ b :bat man 

also mit Hülfe von (a) in diesem Paragraphen, nach, mfacher Dif- 
ferentiation 

ir- =. (^^rjir,>+t7rr ^;|;;;^^^7^ K{x). 

Hat X andere W^rtfae kt aber pettitir «md t6^i eugleveVreell «itd 
grSstfer als 1, 00 gilt Ikfeieilb« Formel.] 



Anm^lfk. Da map {x—cosiu ^x^—l)^ in euie nach CotiüiiB 
cfer Vklfacl^eii von tu fortschreitende Reibe eotwiekela kanfi {|*4d)^ 
doren Coeffielenten die Pm(fc) ausmachen^ so liefert der erste TbeU 
von (45) eine eigenthttmliche endliche Beihe fbr die Qm, deren 

Glieder aus PZ(x) bestehen, in deren ersten log r- erscheint; 

während ifi den übrigen nur noch Poteoami von x und yx*—l 
vorkommen. 

4^ §. 58, Wie im §»42; so ist auch in dem Ausdrucke |Ur Ql^, 
welcher die —{n+iy^ Potenz enthält eine imaginäre Substi- 
tution gestattet. Verwandelt man das Integral; abgesehen von 
dem Constanten Factor in (45)^ zunächst in 



ifr 



so laasen sich hierauf dieselben Schlüsse anwendien; welche map 
§,43 findet; indem an jener Stdle in der Ani^crkung sch^n, der 
FaU erwähnt wuvde; dass im Zähler unter dem Integrale sich Qin,e 
ganae Function von e^ von nicht höherem als d^m n*®^ Gra^f b^ 
findet. Bezeichnet % denselben kritischen Wipkel welchejr dort 
emgefbhrt wurde; so ist also 

t/ (a:+cos(«- V') y^P^^y^' ^ tl {x±coBitYx^^^)'^^\ 
wo das doppelte Zeichen so verstanden werden muss; dass das obere 
gilt, wenn — Vo<V'<Vo; ^** untere wenn v^^<v;<2nL— V'^. 
Schreibt man die Formel noch einmal nach Vertauschung von fp 
resp. mit —tp oder 2»— t/'* i^^ ^« ^W linken Seite offenbar 
auf dasselbe hinauskommt); und bemerkt dass 

^ (a:+cos(if+^yi?^=7)'*+^ ^ («+cos(tt— V) V^^^^)"^*' 



(zum Beweise setze man i=s: ^u), so wird die erste Formel mit 
6^^'V multiplicirt; die zweite mit «"'V; als Summe geben: 

/^ cosiil dt _ f^ er*dt 

und als Differen: 
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/* ninmiidt /^ ^di 

Setzt man diese Werthe in (45) ein^ so folgt für ein beliebiges 17: 
(46) n coBm(U — fi)drj 

wenn — Vo^V*^Vo5 ^™ zweiten Falle hat man als Factor Ton 
cOBmixp — fi) auf der rechten Seite dasselbe multiplicirt mit cos mis 
zu nehmen; und es noch um 

^''''1.2... n ^-^"^^ 
zu vermehren. (Man vergl. p. 154.) 

Die bisher in diesem Kapitel entwickelten Formeln hat der 
Verf. zum Theil in seinen früheren Arbeiten; hauptsächlich im 
42«ten Bande des Crelle'schen Journals^ angegeben; zum Theil 
werden sie hier zum ersten Male veröffentlicht. Die Untersuchung 
des Integrals im §.ö4 ist; wenn auch weniger ausftlhrlich und all* 
gemeiu; in des Verf. Inaugural- Dissertation enthalten. 

§.59. Neumann hat auch für die Qm einen Integralausdruck 
gdben^ ähnlich dem für Q" im §. 33; welcher sich in demselben 
Aufsatze findet der oben citirt wurde. Man kommt zu diesem Aus- 
drucke; indem man; unter der Voraussetzung Jf(y+yy* — l) grösser 
als M{x+yx*—i) (m. vergl. §.41), die Formel 

-i-=T(2n+l)P"(x)(?*(y) 

y — X nssO 

ifimal nach y differentiirt. Dadurch findet man 

und nach dem Satze über die Bestimmung der Coefficienten solcher 
Beihen 



ro'ly) ^ (_^.m JIM p F^(x)dx 

Wird für die linke Seite ihr Werth aus §. 57; f gesetzt; so exgiebt 



fiA schKomUcfi • 

Auch f&r die Q hat NetiniAnn £e Bedentaag dte Biiclibtdb#iitf 
geSnderti indem bei ihm 

wird^ w:o die rechte Seite der Gleichung unser Zeichen t^ enthält. 

* * ■ 

§. 60l Für die Ql^ lassen sich reourrirende Formeln von dem- 
selben Charakter finden wie für die /C • Um sie nach der Methode 
des. §. 53 aufzusuchen geht man wieder von der Formel (a) des 
§• 49 auS; der is"* = £C als particuläres Integral genügt Da dann 

_ = -.(ii+»i+l)Dm+i, 

^ = (ii+»+l)(«i+w+2)CU+, 

wird^ so findet man 

(a?*— l)(n+«i+2)£U+2--2(m+l)a?Dii.+i--(f»---i»i)D« =Ä 



und nach Multiplicatioii.mit (9*^1)^ 



X 



(a) ... («+ifi+2)(?:+,-.a(w+i)-==^(?:+i-(if-i»i)(?: = o. 

Maa kann noeh eine Beihe ähnlicher Belationen swisolen. ja ifei Q 
anfeteUen^ die aus den Relationes inter fonotbnea contiguaa rtga« 
meu; welche Gauss in seiner Abhandlung über die hypergeo- 
metrische Beihe aufgeführt hat. jE^nige findet man in des Verf. 
Arbeit im 26'**° Bande des Crelle'sehen Joum. Anmerk.4. 

41^ §. 61. Die unendlich entfernten Kugelfunctionen selbst wur- 
den kn §.39—40 untersucht; an dieser Stelle soll über die ähn- 
liche Frage bei den Zugeprdueten gehandelt werden. Hier wird 
aber die Anaahl der Fälle welche zu unterscheiden sind betrfteht-. 
Uch grösser als früher^ indem man zunächst ;. wie obea^ nadi der 
Grösse von m^ genauer yon M{i) eintbeilti dann aber aocli nacb 
dem Verhältnisse des oberen zu dem unteren Index. Ist der entere 
n unendlich; während urendtich bleibt; so wird man eidi der frühe- 



ren Besultate bedienen können, indem F^ von F^, Ql voä 0* Mi 
nur dusob oottstänte Faetoren mteMcheiden, die aas den iZ zu- 
sammengiawtBt lin^; während die Ausdrücke der J7 ftir ein unend- 
liobd» Atigintieiit bebaont MUd; iMigh w/enn iH-fi endlidi bleibt^ lurt 
die Betrachtung keine Schwierigkeit; wenn itiiia sieli. fbr JC^.der 
nach I geordneten Seihen bedient. Da es bisher nicht gelangen 
ist; die Besuliate , fUr sänuntliche Fälle mit der Kurse abzuleiten 
uud zn8anu9ien2aistellen^ welche ihrer (nach den bisher bekannten 
Anwendungen bemessenen) geringeren Wichtigkeit entspricht; so 
mag es genügen; wenn liier ausser dem Hinweis auF die in dem 
früheren Falle benutzten Methoden; nur noch erwähnt wird; dasS; 
wie Jacobi in der mehrfach genannten Arbeit*) mittheilt; Le- 
gend re*s Formel im §.51; ad 4 fUr ein unendliches t» den Werth 
verschafit 

n(n) /*^ cosmydy _ JT(m+tt) g" 

~^/ (l+a»-2acos<p)*'^* " n{m) (i-aT"^' ' 
den man noch weiter transformiren kanU; wenn für die JT die b«: 
kannten Ausdrücke eingeführt werden. 



Seeliiitev Kupltel« 

Die Kettenbliche. 



< j 



0« 6^. In der Abhandelang über die hypei^ometriaeka Bsifai 
saigi Q-BusS) dasa der .Quotient zweier liTporgeometrischen Blühen 

F(a> ß+1, r+h g) 
F{a, Ar,«) 
sich in eidw Katttenbruch von besonders einfaefa^r Form 



l^M. 



l^^^ 



1— etc, 

eiitwieieetii Ifts^; in welobem die a gewisse Constante nadi x hb^ 
§9it}mmy dkl er auch angiebt« Wird im besonderen Falle /fea^Oy 
i^ g^M die ^iM IMlie iil 1 über; vebrtaMeht man nod^ y xtiit f-^i; 

<M|ii4<iilrt M 

*) Crelle» Joamd t MaA. Bd. ZV, TnaBfeanntioii bestiannter lioitqgnifo. ^ 



. . « ^ . «(«+1) ^f . ^x^. 
IH OfH 7 — r^rr- « +etC. 

selbst durch einen E^ttenbmch yoi KUg^deJier Form darstell^i. 

In der Arbelt: Methodus novit integr. YaWes etc. wkd mn 
specieller Fall betrachtet, Bämfieh 'diä kgari&mische Beihe 



i>og(|^) = !r'+x +***'•' 



IT* 



l_a»!r* 



verschaffen muss, der durch Entwickelong der einzelnen Brftobi 
vermittelst Multiplicatioa mit y nooh tranitformirt iverden kann. 
Vertauscht man noch y mit x, welches man ^ich reell und >• 1 
denken mag, so ergiebt sich aus den allgemeinen Untersuchungen: 
Es lässt sich 

01 + 1 



*log 



a?-i 



'm oinen Kettenbrach 



1 

X 2— 



öf 



a?— etc. 

entwickeln. Die Nenner der NithermigBbrüche und ebenso ge« 
wisse hierbei vorkommexide Beste haben einen merkwürdigen Zu- 
saovnfinhwg jmit den KugelfunctioQeu, den Gauss in der snlotvt 
erwähnte Arbeit entdeckt bat* Dieser Zasammenhan^ soll ua 
Folgende» aa^e^ncbii werden; maa setzt hierbiH die, erwähikten 
Folgerungen aus allgemeinen Sätzen nicht yoravi8| u^d findet ge- 
legentlich die Bestimmungsstücke a des Kettenbruchs. 
• . • ... 

$w 63a Et si^ioQ Zm upd iV^ die auf gewohnUche Ar([gobUde; 
ten Zähler und Nenner des ti^^^ Näherungswerthes eines Kettei^ 
brucha, und zwar zähle man das n so, dass in äim iTaDe, in 
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welchem ein Brach von der Form des 10 §.02 am ^hMsse ei> 
wähnten (a) vorEegti 

Z^ ^^ I9 ^t *^ ^^ ^^^* 

iVj SS w, N^ mm^^a^^ etc. 

ndf mft» wat8, daas dann allgemein 

iv; » a?JV;..i — a,^N^% 

wird. HierauB folgt Begleich; daBs der Grad von Z« und iV« resp* 
»— 1 und n nij daBB ferner diese Functionen als Glieder höchsten 
Grades nach x resp. af^^ oder af^ enthalten. Endlich ist auch be- 
kannt| oder läBst sich aus den letaten beiden Gleichungen leicht 
beweisen; dass 

wImL 

Hitngen Grössen Z und N durch die Gleichungen 

I 

Z, = 1, Z^ssx, N^=^x^ N^ssx^—a^, 
und fbr jedes n, welches grösser als 1 ist; ausserdem durch 

Z» =s xZn^i^-a„^iZn^2f 

zusammen; so sind Z» und iV« auch umgekehrt die auf gewöhnliche 
Art gebildeten Zähler und Nenner von dem n**" Näherungswerthe 
des Eettenbrachs 



Hl 

^0 «M^ viasMiswK«.«aahMi^HH«** 



« — WC". «U-i 

• Ji^- '■' ' ' • 

X 

Der Beweis folgt unmittelbar daraus ; dass Z« und JKT« durch Jene 
Gleichungen vollständig bestimmt sind; und dass man die Zähler 
und Nenner der Näherungswerthe des Eettenbrachs eben succesnve 
durch diese Gleichungen bildet. 

Kann irgend eine Function ^ durch eben Brach; wie (a) im 
vorigen Paragraphen; dargestellt werden ; so ist 9> der Werth von 

•j^ fbr II s op ; bildet man also eine Beihe von Gleichungen 
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Zn^t Zn a^af...a» 



— -_ÜL- =- i t 



etc. etc. 

and addlrt^ so ergiebt sich 

9-^ = 0. «....«.(j^+^i- + etc.). 

Abgesehen von der Function g> würde man jedenfalls finden; dass 

Z Z . 

immer -j^ — -j~ gleich dem Ausdrucke auf der rechten Sdte iat^ 

z . z 

wenn —- für ft = oo eine Grenze hat; die durch -r^ bezeichnet wird. 

Betithtet man den Grad der hier vorkommenden Grössen, so 
folgt: Lässt q> sich in (a) entwickeln^ so mnss der n** Nenner 
JV« s «"-{-etc. so beschaffen sein, dass Nnff—Z^t nach absteigen- 
den X entwickelt; keine höheren Potenzen von x als die -— (n-f-l)*"^ 
enthält. 

Man kann die Form von Z und N noch genauer bestimmen ; es 
enthält nämlich JV» nnr Potenzen die mit n gleichartig; d. h. deren 
Exponenten mit n zugleich gerade oder zugleich ungerade sind; und 
Zn enthält nur Potenzen von gleicher Art wie {n—1). Für die 
ersten Z oder Nj z. B. K^^ N^, iV, ist dies ohne weiteres klar, für 
die anderen durch die Reeursionsformel 

und durch diejenige welche den Z entspricht bewiesen : in der That; 
ist Ntt^2 gleichartig m — 2 also auch n, und Nn^i gleichartig n—1, 
so wird xNn^i gleichartig n; es muss also N von der Form sein 

Nn == af +c,Ä*"^+c^a5*'"*+etc. 

Z, =: a:»-*+i^a:»-3+etc. 
Geht man nun zu N^ffi — Z^ (s. o.) zurück; so lässt sich das Resul- 
tat bestimmter fassen; wenn zwei Fälle unterschieden werden: 

1) Ist n gerade; so wird iV» nur dann der Nenner des n**" 
Kähenmgswerthes eines Kettenbruchs (a) sein können, welcher eine 
Function 9 darstellt; wenn c^ =s 1 und 

Hslne, Handboch d. Kugel Aiociiooea. W 
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(a) ... iV, e= c^af+c^af-^'^"*-+Cn, 
wenn ferner in dem Prodnete q>N^ die 0*% —1'% etc. —n*« Potenz 
von X fehlen. 

2) Ist n ungerade^ so mnss (e^ t= i) 

(6) ... Nn^ x(c^af'-^+c^af-^+'"+Cn^i) 

sein, und im Producte q>Nn fehlen die —1'% — 2*», etc. — ä** !*<>»• 

tenz. Diese Eigenschaft führt zur Bestimmung der Goefficienten c. 

Wendet man dieses nämlich, um zuerst die Gleichungen 

für die c aufzustellen, auf die Beihe q> = |log ■ an, 

d. h. auf 

- x"^ xr^ . 
V = ^ +"3-+ — +^*^- 

und bildet im ersten Falle die betreffenden Coefficienten des Pro- 
ductes Nn^>9 so sind alle Coefficienten von geraden Poteasen von 
selbst 0; die übrigen ad 1 erwähnten setze maa gleich und 
erhält dann 
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3*5' w+3 
etc. etc. etc. 

^n 1 ^«—2 , ^0 



+ ^+-"or^==0, 



11 — 1 n 2n — 1 

weil die Ausdrücke auf der Linken gerade die Faetorw voa w^^^ 
ar^f . . . x"^*^^^ in dem Producte N<p darttellon« Es sind dies genaa 
in Gleichungen, d.h. so viel wie Unbekannte c^, c^, ... c» vor- 
kommen. 

Im zweiten Falle wird 

3^6^ a + 2 ' 

etc. etc. etc. 

n ^n+2^ 211—1 
zQ setzen aein^ imd man bat Hn-^l) Gleichungeo; so viel wie Un- 
bekannte Cj; c^, etc. Cn^i eziatiren. 



Diese Systeme von Gl^ic^upgen «ind s&uerst von Geuss m 

der erwähnten Arbeit über die mechanischen Quadrataren aufge- 
stellt und gelöst worden; er findet die Unbekannten durch ein nicht 
näher von ihm angegebenes Verfahren. Femer ist von Jacobi *) 
eine Auflösung geliefert, welche hier mitgetheilt werden soll. End- 
lich hat der Verfasser **) die Systeme verallgemeinert^ durch ^recte 
Ellimination der Unbekannten aufgelöst, und dadurch die Resultate 
von Gauss von der logarithraischen auf allgemeine hypergeome- 
trisclie Reihen übertragen. 

Nach Jacobi löst man die Gleichungen und zeigt zugleich 
dass die Auflösung bestimmt ist, indem man zunächst die Auf- 
gabe durch eine andere ersetzt. Man sucht nämlich im Falle 

1) die Function iV» von der Form (a) pag. 162, für welche 

/ JVctea=/ ffxdxts/ Nx^dx SS etc. =» / Naf^^dx^sO 
-1 -1 -1 -1 

wird ; es ist das erste, dritte, fünfte etc. Integral offenbar das'Do]>- 
pelte der linken Seiten der ersten^ zweiten, dritten Gleichung im 
ersten Systeme, verschwindet also, weil die c diesen Gleichungen 
genügen sollen, während das zweite, vierte etc. Integral ist, weil 
diese Integrale unbestimmt genommen nur gerade Potenzen von x 
enthalten. Man wird die Function N und zwar auf eine Art be- 
stimmen können (s. unten). Im Falle 

2) sucht man aus ähnlichen Gründen eine Function A, von der 
Form (b), für welche 

f Ndx = / Nxdx = etc. = / Nx^-^dx = 0. 

Die Bedingungen in den beiden Fällen, dass eine Reihe ge- 
wisser Integrale verschwinden soll, kann man in eine andere Ge- 



*) Grelle, JoHrnsl f. Mfttli. Bd. I: Uebef Gauss neue Methode, dieWerthe 
der Integrale uäherungsweise zu finden. 

**) Grelle, Journal f.Matk. Bd. XXXII: Schreiben an Jacobi über Ver- 
wandlung Ton Reiben in Kettenbrücbe , und Bd. XXXIV: Untersuchungen über 
die Reihe 

(1-, )(!-,'') 
II. Abrndiaitt; B4. I4VII: Ueber die Zthlw nnd Nenner von Kettenbrachen. 

11* 



stalt bringen; indem die Formel filr die Integration dorch Theile 

judt s=uv-~ /vdu 

« 

wiederholt angewandt wird. Hier stellen u und v ganze Funetio« 
nen von x vor; es lässt sich also unbedenklich; wenn dp gegeben 
ist; ein solches v wählen^ dass « Air a; » — 1 versehwindet; und u 
wird nicht unendlich. Daher hat man, bei so gewähltem v, auch 

/udv sas UV — /vdu; 

setzt man nun « = of, dv = N, also v = INdx, indem vorläufig 

—1 
N irgend eine ganze Function von x bezeichnet; später erst unseren 

Nenner; so wird 

(c) • . . jx^Ndx SB x'^/Ndx—m/af^^dx/Ndx, 



-1 -1 —1 —1 

woraus für mssO, 1, 2 folgt 

Iffdx 
-1 -1 



/Ndx=:/]\ 
fxNdx = xfNdx-^/Ndx* 



-1 -1 -1 

/x^Ndx = x^füdx — ^fxdxCmdx. 
—1 -1 -1 -1 

Die letzte Formel verwandelt sich durch die vorhergehende;, wenn 

in dieser jNdx statt N gesetzt wird; wodurch 
-1 

fxdxßfdx = xßdx'—füdx^ 

entsteht; in 

fx^Ndx = x'fNdx^2xfNdx'^2fjidx\ 
-1 -1 -1 -1 

Allgemein; wenn für alle iHy von m = bis m a=s m^ die Integrale 
überall von —1 an genommen; die Gleichung besteht 

fx'^Hdx = afV^cte—oil^iC^-^/w'dic'+öi? a:—* /^do?»— etc., 

also auch nach Vertauschung von N mit JNdx die Gleichtmg 



$.63^46. I. TbeiL 8edli9tef SjtpxteL 165 

80 findet man nach (c) . 

cl. b. einen Ausdruck von derselben Form^ wie der bis ms=s m gel* 

tende noch für m s m+U Gelegentlich kann hinzugefügt werden^ 

dass 

Ä = »+l, Ä-(m+l)aL^ Ä = (w+l)flL^ etc., 

woraus sich der Werth aller a ergiebt, nämlich 

««+1 = im + l)aZ^ = (m+l)m(w— 1); etc. 
schliesslich auch 

/ü^Ndx = x^/Ndx — mx^^^tNdx* 
—1 -1 -1 

+ m(« — l)aj~--^ /^d«*-etc.± m (w--l) . . . 1 /^<to»+^^ 

Aus diesen Hülfsformeln sieht man, wie die Bedingungen 
ad 1 und 2 sich in die anderen umgestalten, dass 

/iSfdx, /Ndx\ . . . f^da^ 
—1 -1 -1 

fUr a;= 1 verschwinden müssen; dadurch ist aber iV bis auf einen 

Constanten Factor vollständig bestimmt, welcher aus der Eigenschaft 

von iV^ dass es mit x^ beginnt, gefunden wird. Setzt man nämlich 

-1 
so ist tf{p£) eine ganze Function, ausserdem vom Grade 2n^ da iV 
vom n**** Grade war; ferner ergab sich dass qp(l) =» ^'(l) = etc. 
= ijp»-*(l) = 0, was sich so ausdrücken lässt, dass qp(a;) durch 
(a:— 1)* theilbar sein muss. Ausserdem ist noch y (—1 ) = fjp'C —1) « etc, 
SS ^»— i( — 1) SS 0, also ^{x) aucb durch (rp+1)*, folglich durch 
(«*— !)• theilbar, und als Function 2«*«*^ Grades tf(x) = fc(a?*— l)*', 
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wenn k eine Constante bczetchnet. Bieraus folgt 

dx^ dx** 

und daher bis auf eine Constante zAf^(^y^ es fängt aber ftiit af 
an, so dass genau der Werth von N wird: 

Z„ ist dann die ganze Function («— 1)**» Grades, welche durch Multi- 
plikation von i^* mit 4 log f r) entsteht, 

§. 64- Ganz abgesehen von den Kettenbruchentwickelungen 
ist hierdurch genau bewiesen, dass eine ganze Function «••" Gradeft 
iV« = P^ existirt, so beschaffen dass 

x+1 



iPuH 



a;— 1 

in die Summe einer ganzen Function vom oflfenbar («— 1)*®" Grade, 
Zn vermehrt um einen Rest S» zerfallt, welcher nur negative Po- 
tenzen von X von der — (n+1)**" an incl. enthält. Z» und S» hat 
schon Gauss entwickelt, aber das erste in weniger übersichtlicher 
Form als die welche sich nach den Untersuchungen von Christoffel 
herausstellt. Benutzt man nämlich die Gleichung (23) 

.1.2 n 

und multiplicirt sie mit ; ' ^' • ' • ,^ 1\} so wird 

^ 1.3...(2n — 1)' 

WO Zn eine ganze Function von x ist, nämlich 

^- = lxV4^ ('¥-;-'^'+ ra^'^+ *•). 

c — "^ * * * * ^ /i*» 
*• ~ 1.3...(2n-l)^ ' 

so dass, wenn ^log sich in einen Eettenbruch der verlangten 

X"^ X 

Form entwickeln lässt, der Zähler des n*^ Käheruugswerthes Zn, 
der Nenner Nn = Po und der Rest 5» durch Eugelfanctionen aus- 
gedrückt worden sind. 
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Es bleibt noch übrig, die Möglichkeit der Entwickelung nach- 
zuweisen; und den Bruch selbst zu finden. Dazu fasse man fol- 
gende Bemerkungen zusammen: 

1) Nach der Gleichung (a) dieses Paragraphen unterscheiden 

sich 4 log und — nur um — , also wenn man sich wie es hier 

immer geschah, x>l denkt, um eine convergente Beihe, welche 
mit der — (2n + l)*«" Potenz von x anfängt. Für n = oo werden 
daher beide Terme gleich, oder 

2) Es sind die P durch eine Gleichung 
verbanden. Denn nach (16) ist 

also nach p. 118 

(6),., i^-«C"'+(2„_"i)72«-3) ^' = ^- 
Man erhält dadurch eine Gleichung von der vorerwähnten Form und 



a. =5 



n 



(2»— 1)(2»+1)' 
ferner ist JF^ = a?, P^ « «*—• J « a?* — a, . 

3) Multiplicirt man (6) mit ^log -, wodurch jedes Glied 

X ""* X 

x+1 
Plog ■ in eine ganze Function und einen Best zerfallt, to muss 

dieselbe Gleichung zwischen den ganzen Functionen (und zwischen 
den Besten) für sich bestehen, also hat man auch 

(c) • . • Z» — irZ«-i+a«-.iZ»_2 = 0. 

Z 

Aus (6) und (o) leitet man aber als Werth von — Air jedes n nach 

p. 160 den ersten Theil des Bruches (a) im §. 62 ab, welcher mit 
-^ scbliesst; es i^t daher ^log wirklich in einen Kettenbruch 

X X — 1 

von gegebener Form entwickelbar, und der Bruch selbst, wegen 
de» oben gefimdeDen Werthes von Hn, 
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x + 1 1 



'^^s^i:i = — TT 



2.2 
*~3:5 



3.3 



a; — etc. 



A n It • n §:• 

§. 65. Im Vorhergehenden sind die Eigenschaften der Kugel- 
functionen einer Veränderlichen und ihrer Zugeordneten entwickelt. 
Eä wurden hierzu zwei Methoden benutzt, Ton denen die eine als 
die ältere bezeichnet werden kann, dämlich diejenige, welche diese 
Functionen als Lösungen gewisser Differentialgleichungen betrach- 
tete Man hat gesehen, wie eine Bcibe merkwürdiger Eigenschaften 
durch diese Methode ermittelt wurde, die zwar auch auf andere 
Art sich ergeben, aber zum Theile weniger leicht oder weniger 
naturgemäss. Hätte man diese schön historisch berechtigte Me- 
thode übergangen, so würde eine bedeutende Lücke geblieben seini 
indem z. B. bei Aufgaben der mathematischen Physik, in denen die 
Kugelfunctionen auftreten^ gerade die Eigenschaft, dass sie die Dif- 
ferentialgleichung integriren, die primitive zu sein pflegt 

Die andere Methode lässt unsere Function als Entwickelungs- 
coefficienten auftreten, und ist vorzugsweise zur Darstellung der- 
selben durch bestimmte Integrale und besonders für die Q geeignet. 
Durch den Beitrag den sie zur Lehre der bestimmten Integrale 
liefert, besonders wenn die mit n bezeichnete Grösse aufhört ganz 
zu sein, oder wenn x imaginär ist, und wenn es auf sorgfältigere 
Untersuchungen ankommt, möchte sie, abgesiehcn von der Leich- 
tigkeit, mit der sie manche Fragen im Folgenden bei verhältniss- 
mässig geringer Rechnung liefert, nicht ohne Werth, und somit 
die hier gegebene weitere Ausführung dessen berechtigt sein, was 
Jacobi im 26'**" Bande des Crelle'schen Journals in seiner 
mehrfach erwähnten Arbeit mittheilte. 

Die Function P" wurde zunächst durch die Entwickelungt einer 



j 
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Quadratwursel eiogeftthrt; die allgemeinere Form 

bat schon GauBB io Beiner Arbeit über die bypergeometriBche 
Beibe untersucht. Entwickelt man dieselbe nach aufsteigenden a 
in eine Reihe 

»SU 

80 wird 



"" ^ n(v^l)n(ny \ l(n+i^-l) 4 






1.2(fl+V— l)(ll+V— 2) 16 

es lässt sich also C» nach (28) vermittelst eines vielfachen Differential- 
qnotienten darstellen. Um diesen in eine möglichst bequeme Form 

ZU bringen , stelle man C» durch eine nach u ss fortschrei* 

tende Beihe dar^ wozu man am leiobtesten sogleich in Si diese 
Transformation yoniimmt Dadurch wird 



«-[(— )-0+n^)]"' 



(!-.)■ 

behandelt man diesen Ausdruck wie mit einem ähnlichen^ der sin*-^ 
enthielt, im §. 4 verfahren wurde, so findet man 

im besonderen Falle y » ^ die Beihe (c) des §, 4. Setzt man 

nmi in (28) 

a= 0, 6= 2y+l, 
so wird 

f^n .^rr'r ^ 2* y(y+l)...(y+n--l) cT n^^-^^ 

^* ^^ ^ "^ SXJ5'(2^+«)(2»'+«+l)...(2y+2n-l)Ar'»^ ^ 

Diese Formel tritt zuerst in Jacobi's Abhandlung über die hyper- 
geometrische Beihe auf; und ist*) aus seinen hinterlassenen Papieren 
mitgetheilt. 

Gauss entwickelt Si nach Cosinus der Vielfachen von d, wenn 
wieder x ss cos 6 gesetzt wird^ in eine Beihe 

Ä + 2Ä^ cos 6 + 2Ä^ cos 2d + etc. 

*) Borchardt, Journ. f. Msth. Bd. LVI, §. 5. 
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deren CoefHcienten A eunäcbst in der Form des im §.'48 erwfthft- 
ten Euler'schen Integrals auftreten also im wesentlichen P» sind. 
Gaiifts fcriagt eie in die Form von Beihen^ die sämmtlieh hyper* 

geometrische sind, und entweder nach a, oder , . ^ , oder •: — r-rTt> 

oder endlich nach ; -^ fortschreiten. Hansen*) erwähnt eine 

Entwickelung von Si selbst nach Potenzen von -= — r> die er fllr 

den Fall v = ^ ausführt. Endlich vergleiche man über die ntimerische 
Berechnung der Ä ausser der M^c. c^l. und den Exercices noch 
das Habilitationsprogramm von ßcheibner**). 



II« Tliell* 

Die Kugelfunctionen mehrerer Veränderlichen. 



Brstes li»|iltel« 

Entvrickelung der Kugelf unctipn erster Art nach Laplace. 

§. 66» In der Einleitung wsrde geaseigt, wie Laplace in den 
Memoiren von 1782, von der Entwickelung der Beciproken der 
Btitfemong zweier Funkte im Baume ausgthe&d; aaf welche ihn 
das Potential führte, zu der Kugelfunction jP* gelangte | in der ais 
Argument eine Grösse cosy vorkam, welche nicht unmittelbar ge- 
geben war, sondern die gegebenen Stücke, (nämlich die Winkel 
welche die Lage zweier Punkte bis auf ihr« Entfernung vom An- 
fangspunkte bestimmen) in der Verbindung 

(47) . . . cosy = cosöcosöj+^mÖsinÖ, co8(t^— V'i) 
enthielt. Es lag und d^ zwischen und n^ xp und t//^ zwischen 
P und 2n. Denselben Winkel fUhrt Legendre auch in den Savans 



*) Entwickelung der negativen und ungeraden Potenten der Quadratwurzel 

etc. §. Iir, no. 43. 

**) lieber die Berechnung einer Gattung tou Fanctionen, welche bei der 
Entwickelung der Störungsfunction erschemen. Ootha, 1868. 
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^traogers S. 418 ein. Laplace gAb dann die Differentialgleicbung 
(a) des §. 2 für P"(coßy), aiif welche er durch die in der Einleitung 
angegebenen Betrachtungen geführt wurde , nnd entwickelte mit 
ihrer Hülfe P(co8y) nach Cosinus der Vielfachen von (V"-Vi)i 
während Legendre an obiger Stelle nur das von (V"^Vi) ^^^^ 
hängige Glied dieser Entwickelung fand^ und endlich in den Me- 
moiren von 1789 S. 433 die Laplace'sche Entwickelung in die 
schliessliche elegante Form brachte, in welcher sm jettt überall 
auftritt« 

Am directesten gelangt man eu der Gleichung (a) des §.2 
wohl auf dem von Laplace eingeschlagenen Wege; nach dem 
hier gewählten Gange, bei welchem zuerst die Eigenschaften der 
Functionen einer Veränderlichen nntersncht und fter P"(«) eine Dif- 
ferentialgleichung nach » aufgefunden wurde, scheint es vorzuziehen, 
diese Differentialgleichung au Grunde su legen^ und aus ihr, naoh 
den Andeutungen der Anmerk. im §« 11^ d. u nach der Mdthod« 
voA Legendre*) in den späteren Arbeiten, die partielle Differential* 
gMchmig (a) abzuleiten. 

£i war die Gleiehung welcher ^'(ß)^ f genügte^ naeh §* 11 

setzt man nun 

» Ä ÄcosÖ-f Ssinöcost/z+csinösln^ 

und bezeichnen a, b^ e, Constanten nach d und tp, es mögen diese 
Veränderliehen reell oder imaginär sein, so wird 
dz . 

■g— • = (^•~bBiatp+cco6%lf)Bm0, 5— y *= —{b<ioay)+csmip)tbad, 

Daiker gdit 

f X d*f, , . df , 1 d*f 

*) Exerciccs T. If, 5»"ne partie f.xr, p. 203. 



= — Ä 
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Ä = (pjs-) +(68in^p — ccosV')* 

° du 8in*ö flip' 
wird. Die Ausführung der Bechnung zeigt, dass Ä vermehrt um 
»•— a'— 6*— c* verschwindet, dass J?= —2«, dass also (a) sich in 

verwandelt. Waren a, 6, c so gewählt, dass a'+6*+c'=l, so 
wird nach der Gleichung (9) vorstehender Ausdruck =— n(n4-l)/i 
80 dass i**(») der Differentialgleichung genügt 

(48)... gf + cotgög+^|^+«(«+l)^=0. 

Sokhe Werthe a, 6, c, welche a*+b*+c*ssl machen, sind 

cos 6^ y sin d^ coat^i , sin 0, sin ^^\ 
•eliil man dieselben ein, so verwandelt sich x in die rechte Seite 
von (4T), und f^P^(eo»y) genügt der Gleichung (48). 

Ehe wir zur lategration derselben schreiten, sollen die Formen 
aufgeführt werden welche sie annimmt wenn mai^ für cos (9 eine 
Grösse o; einführt, oder für diese wieder eine andere p«st Yx*—!* 



Um die Symmetrie zu erhalten, kann man dann in dem Ausdruck s 
auch fUr cosÖ^ eine Grösse o^i, resp. ß, =s= i }/a?J— i einführen; ge- 
schieht dieses, so gestalten sich unsere Resultate wie folgt: 
Setzt man 

(47, a) ... Ä = a;a?^ — ]V — l}^a;^— 1006(1^ — Vi); 
so wird /'=P*(») der Differentialgleichung , 

(48,«)... |-((l-..)|)+^-^0 + «(„+l)/^=O 



genügen, oder auch für p = i ]/a?'--l der Gleichung 

(48,*) ... f yrv^(eyT=7»^)+|!^,+„(„+i)eY=o. 

Eine Grösse die von x, a?, etc. durch (47, a) abhängt, 
soll im Folgenden immer durch ;& bezeichnet werden; 
so wie y für eine von d, etc. durch (47) abhängende 
Grösse gebraucht wird; ferner soll zur Abkürzung zu- 
weilen 
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(47, c) ... y^v^^-^^ 
gesetzt werden. 

In (48) kommt nur und yf nicht aber 6^ und itf^ vor; wegen 
der Symmetrie des Ausdrucks cos;' muss aber für P*(co8;^) noch 
immer eine Gleichung von der Form (48) besteben, wenn man 
in derselben mit 6^ oder yß mit yß^ Tei*tau8cht, allgemeiner wenn 
für & irgend eine der zwei Grössen 6, 6^ , für %ff irgend eine der 
beiden v^y ^|, gesetzt wird. 

Es ist P"(co8;') eine ganze Function vom Grade n von cos/, 
daher auch von cosd, sindcos^^, sindsiny/. Von jeder ganzen 
Function der drei Grössen cosd> sind cos V', sind sin V^, welche für/ 
gesetzt der Gleichung (48) genügt, sagt man, sie gehöre zur 
Gattung der P* in Bezug auf und %ff\ fihnlicb von jeder 
gansen Function von a?, cos ^ ^3?'— 1, sin ^f) )fx* — 1, die (48, a) ge- 
nügt, sie gehöre zur Gattung der P" in Bezug auf x 
und V'. In Bezug auf die Zeichen der Wurzeln gelten die alten 
Bestimmungen, deren Zweckmässigkeit man hier einsehen wird, wo 
6 immer zwischen und n liegt, also nach der alten Festsetzung 
y«* — 1 für a; = cobO immer genau mit ininO übereinstimmt. 

§w 67. Wir gehen nun zur Entwiekelung von I^(ss!) nach deä 
Cosinus der Vielfachen von 9) über; da » in keiner höheren als 
der ft**'' Potenz in P"(«) auftritt, so kann F" kein höheres Vielfache 
von q> als das »fache enthalten; da femer nur ein Glied »", also 
nur eines cos" 9 enthält, so kann auch coBnq> nicht fehlen. Es hat 
daher P"(») die Form 

2 tiMCosntf), 



wenn u weder '^ noch xp^y sondern nur x und x^ enthält; iet^ 
man diesen Werth statt f in die Gleichung (48, a), in welcher tfß 
nicht selbst vorkommt, sondern nur als Buchstabe nach dem dif- 
ferentiirt wird, so bleibt nach dem Einsetzen die linke Seite von 
(48, a) eine Beihe, die nach Cosinus der Vielfachen von rp geord« 
net ist: soll sie verschwinden, so muss jedes Glied ftir akh ver- 
schwinden. Lässt man in den m^* Gliedern den gemeinsamen 
Factor cosfnq> fort, so muss demnach ti« der Di£ferentialgleichmig^' 
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((^--•>l?)+G<'^+^)-Ä)-^=ö 



dx 

genü^eQ. Di^se Btimmt aber mit (39) tüberelni und ist durch die 
Form 

«« — 9mPl(x)+h^Ql(x) 
im §.56 vollständig intcgrirt, wo g und h Constante sind^ d. b. 
kein x enthalten; oder da u nur von x und x^ abhängt^ wo g und 
k nur x^ enthalten können. Man sieht auf der Stelle, dass alle & 
verschwinden müssen : denn setzt man für ti« den gefundenen Werth 
in P"(«), so verwandelt es sich in 



^ gmK{x)eoBmg>+£ kmQl(x)eoBm(p; 

«•=0 msO 



P wird für kein endliches a?, also auch nicht für a; = 1 unendlich^ 
während 0(1) = cx> ist; so dass alle h verschwinden müssen; und 
als Werth von i*"(«) nur die erste endliche Beihe übrig bleibt; welche 
die g enthält. 

Wegen der Symmetrie von /^(») in Bezug auf x und x^ muss 
dasselbe auch die Form 



tnssn 



'S *»J^(a?,)co&i»g) 

haben; wo k mir x enthaltea kann; die beiden Cosinnsreihen 

^ffm K {x) 00» mrp , 2km Pm i^i ) cos m(p 
mfitsea ako gleich; und weil die Oleiehbeit für alle tp boitehl^ 
identisish tein; oder 

während g nur x^ , k nur x enthält. Hieraus folgt; dass Wemi ^« 
einen numerischen Werth vorstellt 

gm^bn,K{xJ, *m = 6mPi(a:) 

wM; dass also 

(a)... P*(»)=:"rVK(ar)f:(a?Jcosmy 

ist« Dieae Form bat Laplace angegeben; er bat auch die Con- 
fltanten bestimmt, aber die wahre Natur . der i^ in sofern nicht 
erkaimt> alu er sie nach absteigenden Qssi]fx*—1 entwickelte; fUr 
dieiielbeQ also die Beihen §.51 ad 2 die nach ^ geordnet sind an- 
wandte« Bei der Bestimmung der & findet sich der Irrthum, auf 



welchen an der citirten Stelle bingedentot wurde: der Fortschritt 
von Legendre bei dieser Formel besteht in der richtigen Be- 
stimmnpg der b «nd darin ; dass er für die Kl ihre eleganteren 
Werthe einführte. Man vergl. die oben citirte Stelle in den Me- 
moiren von 1789. 

Die numerischen Constanten hissen sich li^ohl am leichtesten 
dardi Berttcksichtigtmg des Falles ^9«, sscp beatiflWMn^ fito 
welchen sich « auf 2(c^Bin*\q> reducirt. Dividirt man (a) durch s^% 
so wird nach (2) und (Si, a) fllr x ss 00 

»iao 

Bekanntlich ist 

( — 1)* 2'* sin'» ig) = 2cosfig) — 2« — cos(ii— 1)9 

2ii.(2ii-l) ,,, 2fi.(aii-l).,.(n+A) 
+ 2 j-^^ — cos(n — 2)g) + .- + (--l) ^ 2. n ' — ^' 

•lao nacti Umkehrung der Reihe 

JT(»)ir(»)\ n+l ^ («+l)(«+2) ^ * , / 

Fülurt aaan endlich eine numerische Constante a durch die Gleit 
ehuDgea 

(49)... «:^2- ^A;'l'-Vm"'T > 

/ 1.3.5...(2yg— 1)Y 

^' ''v 1.2.8,..» y 

em, so wird bm = (— l)'"al, also schliesslich 

(49, a) ... P"(») = P*(a?a?, -^ y^^^Tj/^J^äcoBy) 

«2,"(-irÄ:/c(a?)p:(«,)cosiiig>, 

Untersucht man mehrerer solcher Functionen für ein gleiches n, 
so wird es erlaubt sein, sämmtliche obere Indices fortaulassen. 

Der von Legendre zuerst gegebene Satz über, das von fp 
freie Glied (§. 66), der hieraus ohne weiterea fliesst, lautet: 
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u 

§. G8. Ausser dieser Entwickelang von P*(ft) nach Cosinus 
der Vielfachen von q> sind offenbar noch andre möglich ^ und es 
sind auch noch andere bereits ausgeführt worden. Im dritten und 
vierten Kapitel wird uns eine solche beschäftigen^ welche nach ge- 
wesen ganzen Functionen von neuen^ statt d nnd i^ einsnfüh« 
r enden Veränderlichen fortschreitet; hier soll nur noch die- 
jenige erwähnt werden; welche Hansen im 4'** Bande der Abhandl. 
d. Sächsischen Gesellschaft d. W. in der schon früher genannten 
Arbeit'*') durchgeführt hat. Es bedeuten und 0^ dort die Brei- 
ten zweier Himmelskörper^ während g> die Neigung ihrer Bahnen 
vorstellt; wenn die letztere klein ist, so hat eine Entwickelung nach 
Cosinus der Vielfachen von g> für die numerische Bechnung keine 
Bedeutung; wohl aber eine Entwickelung nach Potenzen von 
sin ^9 oder tang(i9)). Nach solchen Grössen ordnet Hansen 
die Function ^(cosy) (bei ihm, in n^ 24 ist D, unser P*(cosy)), 
und verwandelt die Coef^cienten ^ die bei unserer Darstellung Po- 
tenzen von sind; cosd; sind^; cosd^ enthalten würden, in Beihea 
die nach Sinus und Cosinus der Vielfachen von 6 und 0^ 
geordnet sind. Man übersieht aus (49, a), wenn man sich cosmrjP 
in eine Potenzi*eihe entwickelt denkt, dass jene Coofficientea UiMar 
aus den Aggregaten Pn^(cosd) .Pm(co^0i) zusammengesetzt sind; es 
käme also noch darauf an, jedes der Aggregate nach den trigono- 
metrischen Functionen der Vielfachen von d und 6^ zu ordnen. 
Hülfsformeln dazu sind im §. 51 ad 3 gegeben, aus denen man er- 
kennt dass jenes Aggregat mit (sin d sin dj^"" multiplicirt aller- 
dings eine' einfache Entwickelung liefert; dagegen würde schon 
Pm(cosd) selbst eine eompllclrte Entwickelung nach den Sinus und 
Cosinus der Vielfachen geben, indem man dazu sin"'^ in eine solche 
Reihe verwandeln und diese mit 

/ \/l . («--»*)(2»»+l) , ^NA. X 

cos(ii— »i)g+ ^ (^ \_^ ^ cos(it--m— 2)g+ etc. 



*) Entwickelung der negativen nnd ungeraden Potensen der Quadratwurael etc. 
8.285 — 876. Man rergl. aucli das Programm von Seheibiier. 



§.168, 49. H. thdi}. Eintes Kapitel. 1?7 

mttltipliciren nniss. Hansen hat dieses vollst&ndig durobgeftihrt; 
und die Reihe durch HinenfÜgung von vielen Tafeln fUr die nu- 
merische Bechnung brauchbar gemacht. Da die Formeln sich nicht 
wesenUich zusammenziehen, und die Entwickelungen jenes Auf- 
satzes ohne HinzufUgung der Tafeln einen grossen Theil ihres Wer- 
thes verlieren müssten, so tkbergeben wir hier dieselben u^it Ver- 
weisung auf das Original, und begnügen uns damit, die Aufgabe 
und die Methode, durch welche man sie mit Hülfe umerer .For- 
meln lösen kann auseinandergesetzt zu haben. 

In n\ 37 seiner Arbeit hebt Hansen eiuen besondem Fall 
seiner neuen Darstellung von F* (ä) hervor, von dem er später An- 
wendungen geben würde; da unsere Formeln die Lösung für die- 
sen leicht verschaffen, so soll er hier näher betrachtet werden. 

Es ist dies der Fall, dass P" (cos« cos /9) nach Cosinus der 

Vielfachen von ß zu entwickeln ist; um diese Aufgabe nach (49, a) 

zu lösen, setze man dort 

a?j = 0, a;=ssina, y=/S 
und findet 

P"(cosacos^) = 2:(-ira«P«(8ina)ft.(0)cosm/J. 

Die Grösse P«(0) ist eine Constante, = t"'^^(0), also wenn 

n—m ungerade ist, im anderen Falle das Product von »"* und dem 

von X freien Gliede in $«(a?), daher (cf, p. 120) gleich 

n 

(-iyjl(«~m) 



2.4...{ii — »i).(ii+m + l)(w+m + 3)...(2» — l) 
Zieht man dies mit a«. zusammen, so folgt 

^* D»/ tfv o v/ -i^^T^ cos»»a^«(sina)cosi»/J 

die Summe über alle n gleichartigen m von bis «, und fllr »1 = 

die Hälfte genommen. Für ^«(Bina) ist die Eeihe (34) 

. , « (« — m)(fi — ifi— 1) . ^ 

"" " 2(2«-l) ^«°'-"-'«+ etc. 

die nach Potenzen von sina absteigt, oder nach p. 142 

/lY"^/ , V (» — iii)(2w-t-l) , , \ 

Vyy (^cos(«-m)a- ^ l.(2ii-l) ^ M^-'^'^^)^+ «tc.j 

zu nehmen. 

Heine, Handbuch d. Kugelftiactioaen. J2 
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§• 69. Dieselbe Grösse K(co8a cosjS) Usst siob noch ia eine 
andere Form durch (49; a) bringen, indem man a^aecosai x^ spcos/S^ 
^ SS ^K setsit. Dadurch entsteht 

P"(co8aco8/S) = 2(-'ira2mP2m{co^»)P2m(GO»ß)eoB2mipy 

wenn über alle ganzen m von bis ^n summirt wird. Diese For- 
mel lässt sich noch verallgemeinem, indem man (49, a) im ganzen 
mmal nach cos^ differentiirt und dann cosfp^O setzt. Die linke 
Seite wird dann 

(_i)«(^/ir:T|/irzi)«£p5), (co8y = o); 

der m'* Differentialquotient verwandelt sich nach §. 43 in 

1.3...(2n-l) 
n(n-m) ^-(^'^')- 

Ferner wird für cosy = und m > 0, 

(rcos(iii+2p)y ^ (^i)Pfa+2p)2-^^^^+^-^^^ 
dCcosepr ^ ^ ^ ^^ JI(p) 

Fasst man alles zusammen, und führt auch rechts statt der P die 
Sß ein, so findet man endlich 

+<'"+^) 1.2 (»+«H-l)-.-(»+>»+^) ^-^'^^^''-^*^'''^^" '^ ^''■■'^ +'■ 
Diese Gleichung gestattet auch eine Ümkehrung, d. h, sie gieht 
auch einen Ausdruck des Productes ^„(x) $„(«,) durch die Func- 
tionen ^„{xx^), ^„+2(a!aj,), etc. Es mag genügen, wenn hier nur 
das Besultat der Elimination angegeben wird, welches sich wohl 
«m «infiaohsten in folgende Form fassen lässt: 

fK\ o» ir(«-«») (TP'ix) <rf"(^.) _ 

dTP^jxx,) (a;*-l)(a;?-l) tT-^'' P" (xx,) 
d{xx,r '^ 2(2w+a) d(rrx,)-+* 

{x*-inx\-iy dr\*r(xx,) , ,^ 

■^2.4(2»»+2)(2i»+4) d(as(B,)-+* "^ 



- §. 7Ö. Im §.68 wurde von anderen Formen gehandelt, 
weiehe die f\inelion P{%) annimmt; d. h. von solchen Reihen die 
nicht mehr naeh CoBinas der Vielfachen von q> fortschreiten: es 
giebt aber anch noch andere Methoden, die ursprüngliche 
Reihe von Laplaee abzuleiten. Hansen"*) theilt, um diese zu 
ftidttd; das Argument % in zwei Theile, nämlich in 

a == xx^f As= — yo:'— l^a;*— Icosqp, 

entwickelt mit Hülfe des Taylor'schen Lehrsatzes jP*(a+Ä) nach 
Potenzen von Ä, setzt die Potenzen von cos fp in Cosinus der Viel- 
fachen von (f um, und sammelt dann sämmtliche Glieder welche in 
Cosinus des gleichen Vielfachen von <p multiplicirt sind. Dadurch 
findet er als Factor von cos mqp eine Reihe derselben Form wie 
die rechte Seite von (ft) im vorigen Paragraphen, welche er durch 
die Unke Seite summirt, und so unmittelbar die Form von Laplace, 
die Glei<Aung (49, et) erhält. Die Hülfsgieichung (b), ebenso auch 
(a) des §.69 entwickelt Hansen, bei dem dieselben zuerst vor- 
kommea, nicht auf dem W^e, auf welchen man im vorigen Pa- 
ragraphen zu ilmen gelangte, (es wurde dort dte^ Eenntniss der all- 
gemeinen Formel (49,.«) vorausgesetzt) sondern auf eine seinen 
Zwecken entsprechende Art, welche man an dem angeführten Orte 
im §. 2 findet, und die nur den Ausdruck von P" durch einen n**" 
Dififerentialquotienten voraussetzt. 

Noch früher**), in einer schon mehrfach erwähnten Abhand- 
lung, hat Jacobi die Laplace'sche Formel durch ganz verschie- 
dene Prinzipien abgeleitet, die sowohl wegen ihrer Einfachheit als 
auch wegen der Wichtigkeit für das Folgende hier vollständig mit- 
getheilt werden sollen. Die Methode beruht auf einer zweckmässigen 
Benutzung der Gleichung (4, a) im §.6, welche ergab dass 

y^T^^^J A+Bcostj + Csini] ' 

wenn, um nur den Theil dek Satzes zu erwähnen, welcher hier in 
Frage kömmt, A positiv und ebenso wie B und C reell, ferner 

*) Abhandlungen der Sächsischen Gesellschaft der W., LBd. 1852, S. 128—130: 
Ueber die Entwickehug der Grösse (1 — iöÄ + «*)**. nach de& Potenzen von «. 
**) Grelle, Jburn. f* Uath. Bd.XXTI. 

12* 
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A^—B^—C* positiv ist. Der Satz wurde später (im §.47) noch 
verallgemeinert und auch auf andere Werthe von JT, B, C ftber- 
tragen; es scheint aber angemessen; die erste Formel bu Grunde 
zu legen; welche mit geringeren Mitteln abgeleitet wurde. Beweist 
man durch dieselbe (49; ä), so erlangt man diese Formel allerdings 
zunächst nur für den Fall; dass x und x^ reell und grösser als 1 
sind; da aber die zu beweisende Gleichung auf beiden Seiten nur 
ganze Functionen von x, x^ , j/^*— 1 und ^x\—l enthält; so folgt 
unmittelbar; dass wenn sie für die erwähnten Fälle gilt; sie auch 
für alle x und x^ richtig bleibt^ wenn nur die Zeichen der Quadrat- 
wurzeln auf beiden Seiten gleich genommen werden. 

Denkt man sich x als den grösseren der beiden Werthe x 
und x^f ferner x positiv; und zerlegt 1 — 2«»+«* in 

(x-^x^ ) *— (}/a:*— 1 cos \p—^^x\—l cos ^j ) *— (}/a:'— Isiny/— a^a: J~Uin^, )*, 

so hat der vorstehende Ausdruck die Form il*— Ä*— C*, wo 

A SS (x — ax^) 
gesetzt; also bei hinreichend kleinem a positiv wird. Durch die 
Hülfsformel entsteht dann 

1 1 /"^^ dfi 



2. r 



)/l-2aÄ+a* 2«y (a;+cos(^-^)y'a?*-l )'-a(x^ +cos(V/i~i?)ya?J-l) ' 
entwickelt man auf beiden Seiten nach aufsteigenden Potenzen von 
a, so ist mit a» auf der linken Seite P^{») multiplicirt, also 

(50)... P(^)-^J ^^^,,3(^_^)y,._^j..^. <^^- 

Es bleibt noch die weitere Transformation der rechten Seite dieser 
Gleichung; deren Zähler sich in eine nach Cosinus der Vielfachen 
von (Vi~~^) fortschreitende Beihe der Form 

(a) ... Co+ 2Cj cos {% — 1?) + 2c, cos 2 (^^ — i?) + etc. 
ent^rickeln lässt; während die Heciproke des Nenners eine Beihe 

(6) ... &^+ 2&^ cos (V — ^) + 2Ä, cos 2{'ifß — ii)+ etc. 
giebt, wo nur für e und k ihre Werthe nach (33, a) und (36) zu 
setzen sind; d. h. 



^m 



__ 1.3...(2n-l)n(n) ^,_, 
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und c» =5 wenn m> Uy ferner 

Berücksichtigt man, dass das Integral zwischen und 2^ aus dem 
Prodiicte der Reihen (a) und (6) sich bedeutend zusammenzieht, 
indem 

—J (a).(b)dt] = Co&o+2c^ÄjCOs(V/—V;i) + 2CjjÄ,cos2(V/— V'i)+-- 



2n. 

u 



was auch die Gonstanten c und k vorstellen, und dass in unserem 
Falle 2cmA^» sich in 

^ ^ iI(«+w)JT(fi— m) ^ ^ ^ ^^ ^' 
oder verwandelt, je nachdem tn^n oder w>>», so hat man 
den durch (49, a) ausgedrückten Werth von JP"(ä). 

%. 71. Es sind nicht sowohl die Zugeordneten P^(x) und Qm(^) 
wdche in den Formeln erscheinen, sondern es treten diese Func- 
tionen in der Begel multiplicirt mit einem Cosinus oder Sinus wie 
cosifi^ oder ainrntfi auf. Diese Verbindungen, also 

K,{x)coBm^y FZ{x)ßinmxff, Q^{x) co» mxp , 0i(a?)sinwt/;, 

und zwar die beiden ersten von diesen vier so lange m^w, sol- 
len Kugelfunctionen mit zwei Veränderlichen heissen. Das 
Bedürftiiss einer abkürzenden Bezeichnung hat sich bis jetzt nur für 
die welche P enthalten herausgestellt, für welche dann die Buch- 
staben C und S, je nachdem der Cosinus oder Sinus von mrp in 
ihnen vorkommt, gewählt werden mögen. Meistentheils ist es be- 
quem für X eine Grösse cosö zu setzen, wo 6 reell oder imaginär 
sein kann; deshalb wird bestimmt, dass 

(51)... j^(coBÖ)cosmv.= CS(ö,V;), 

f?:(cosö)sinmi^= S:(ö,t/;), " 

sein soll. Indices »i, n und Argumente ö, t/; dürfen überall, wo es 
ohne Zweideutigkeit geschehen kann, fortgelassen werden. 

Die C* und S* sind ganze Functionen vom n**" Grade der 
drei Grössen cobO, sind cos i^, sin d sin V^, indem 

et ± t S; =r i« sin~ ö (cos mtp± i sin mt/f) % (cos d) 
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wird; aber 

Bin"^ 6 (cos mxff+i sin myf) =? (sinöcosT/z+tsinösintp)*, 
wodurch die Behauptung erwiesen ht, wenn man erwägt, dass $1 
nach cosfl den (« — m)**** Grad hat. 

Setzt man in (38, 6) t=^0 bo findet man für C und 8 mit 
Hülfe von (35) je einen Integralausdruck ; beide Formeln ziehe man 
in eine zusammen, indem man einen willkürlichen Buchstaben a 
zu Hülfe nimmt; nämlich in 

Cm cos ma + SmSin ma ::= 2 — i tt^-: X 

"~ n,n(2n) 

J rcosö+tsinöcos(i!? — ^m cos m (17 + 0)^97, 
(j 
indem isinö schlechtweg für ]/cos'ö— 1 steht, wo die Wurzel nach 

den früheren Bestimmungen zu nehmen ist. Auch dieser Ausdruck 

beweist die oben angegebene Zusammensetzung von C und S aus 

cos^i etc.: man hat nur sind cos (1; — yp) in (sin cos ^) cos 17 + 

(sin 9 sin V^) sin f? aufzulösen, um zu erkennen, dass C und S ganze 

Functionen n***" Grades von cosö, etc. werden. 

Die (2ft+l) Functionen (T und S^ unterscheiden sich ireaent- 
lich Ton den Producten P^.costnt^ und P^.sinm^, für die f^>n. 
Sollten diese noch ganze Functionen von cos 9, etc. sein, so wären 
sie jedenfalls vom höheren als dem ft*^" Grade, da cosmy^ und 
sinifit// nicht auB Potenzen von cosf^ und sint^ von geringerem als 
dem v^^^ Grade allein entstehen. Ausserdem sind sie aber auch nicht 
einmal ganze Functionen: sie blieben sonst ganze Functionen für 
t^ s= 0^ so dass Pl eine ganze Function von cosd und sind wäre. 
Man weiss aber aus §. 45 dass Pm(a:)-wenn m>n für einen ge- 
wbsen Werth von x nämlich x = — 1 unendlich wird, so dass es 
keine ganze Function von x und ]/a?' — 1 sein kann. 

Die (T und S* sind ferner Integrale der partiellen Differen- 
tialgleichung (48), d. h. genügen ihr für f gesetzt. In der That, 
macht man z. B. f=CZ = P^{cos6),cosmtp so wird die linke Seite 
von (48) 

co8mV;(^^ + cotangö^+(«(«+l) -j^ji^J 
und nach (39; a) gleich 0. E^^indalaO; in derAus^ruckswMse 
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des §. 66, die C* und S* im ganzen (2n + l) Integrale toä 
(48) welche zur Klasse der P" in Bezug auf d und ip ge- 
hören. Jede Function die zur Klasse der P" gehört, ist 
aus ihnen linear durch die Formel 



msrii 



mit(2n+l) willkürlichen Constanten c und k zusammen- 
gesetzt. [Ist nämlich f(dy yj) eine solche Function, so musö sie, 
nach Cosinus und Sinns von mtp entwickelt, die Form 

2 (utn cos mifj + t?M sin m^fi) 
haben (m. vergl. §• 66), wo u^ und Vm der DifFerentialgleichung 
der P^ und Qm genügen. Es darf 0i nicht in der Function vor- 
kommen, ebenso wenig ein m welches grösser als n ist. etc. etc.] 

§. 72. Fasst man Ent Wickelungen gegebener Functionen nach 
C and S in's Auge, so ist analog dem in §. 14 untersuchten Integrale 

hier als Hülfsmittel 

ü 

B = /"""sin d dOp^^ClS'^ dt/ß 



D = /""sin ö ddP^'glS'^ dtp 

Ü 

zu betrachten ; es zeigt sich, dass B immer verschwindet, und dass 
auch A und C Null sind, wenn nicht zugleich 

n= Vj m =^ fi. 
Diese Sätze, welche Laplace in den Memoiren von 1782 S. 163 
durch ein Verfahren bewiesen hat, von welchem §. 14 und §. 52 
bereits Proben gegeben wurden, lassen sich leicht nachweisen, wenn 
man die Zusammensetzung von C» und S« aus P« und cosmtp resp. 
sinmt// brachtet. Aus derselben folgt, dass CmS^f^ die Grösse xp nur 
in der Verbindung cosmipBrnfiip enthält, dass also inB das innere 
' Ititegral, das nach ift zu nehmende, verschwindet, folglich B immer 
ist in Ä und D versehwinden gleichfalls die inneren Integtald| 
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wenn nicht m^ (a; ist aber m = f4 so wird fltr m s ^ sr 0, /> gleich 0^ 

sonst 

also nach §. 52 Null wenn nicht n = v^ in diesem Falle aber 

^ ^ 2fi + l (1.3...(2n — 1))* 
flir w = aber i4 das Doppelte. Dieser Werth verwandelt sich 
endlich nach (49) in 



(-1) 

am 



2n+l • 



Man hat also das Resultat: Es ist immer B =s 0; ferner I> = 
wenn m oder jt* gleich Null sind; A und D verschwinden 
ausserdem wenn nicht zugleich m^fi, «=v. In allen 
übrigen Fällen ist aber 



Wegen einer späteren Untersuchung im dritten Kapitel soll hier 
gleich erwähnt werden ^ dass die Sätze für A und D noch gelten, 
wenn die Grenzen nach \p und 6 nur und -Jw sind, doch ist 
dann der Werth des Integrals der achte Theil des früheren. Man 
darf ferner in diesem Falle v nur gleichartig mit n, und ^ mit tn 
wählen, d. h. so dass n — v und m — fi, gerade Zahlen oder werden. 
Der Beweis ist ganz ähnlich dem eben geführten-, es wird nämlich 

C0& mtp cos fixffdiff 



wieder wenn m und fi verschieden (aber gleichartig) sind, während 



/ 






PiKsinÖrfÖ 



die Hälfte desselben Integrales von bis n ist. Zertheilt man das 
letztere nämlich in eines von bis ^?r und eines von ^n bis ft, 
so geht dieses durch die Substitution = n — fi in ( — l)""'"'' mal 
dem von bis ^^ genommenen über. 

Ob jede Function von 6 und V^ sich n^ach den C und S 
entwickeln lässt. wird im fünften Kapitel untersucht werden; 
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nach der Methode des §.15 zeigt man aber sogleich , dass eine 
solche Entwickelang nur auf eine Art geschehen kann^ d. h. 
dasS; wenn es möglich ist, eine Function f{d, tfi) durch die Doppcl- 
reihe 

(a) ... f{d, rp) = 2{cl C +*««.) 
Air alle von bis n und alle i^ von bis 2n darzustellen) (wo 
die Summe auf der rechten Seite von m=sO bis m^^^Uy von nssO 
bis n s= oc zu nehmen ist) jede andere derartige Entwickelung mit 
der Yorliegenden übereinstimmen muss. [Denn wäre ^i'ymCm+xl^Bl^) 
eine zweite Entwickelung, so würde die Multiplication mitCMsin^d^^d^ 
und Integration geben: 



(„ir ^^ ^^(^ir ^'^ ^' etc etcl 
^ '^ 2«+l al ^ ^ 2«+l al' ^^' ^^""'^ 

Der Werth der Coefficienten c imd k drückt sich dann durch f in 
folgender Art aus 

(-l)«c: = ?^ a^^in ddß\e, tp) C: dip, 



(-1)"C = ^^ a^"8mÖdö/''7(ö, V») SZdxp. 

J) u ' 

War aber (a) nur für alle 6 und yß von bis ^^ gegeben, so 
gelten die Sätze nicht mehr in diesem Umfange, und müssen auf 
folgende Art specialisirt werden: Ist fid^xp) entweder in eine Reihe 
^CmCm oder in J^A^mS» entwickelbar, die Summe nnr über gleich- 
artige m und gleichartige n ausgedehnt, so sind die c oder k be- 
stimmt, und durch den achtfachen Werth der vorhergehenden In- 
tegrale ausgedrückt, wenn diese nach 6 und \p von nicht mehr 
bis n resp. 2n, sondern nur bis \n genommen werden. Den Be- 
weis hinzuzufügen wird überflüssig sein, da oben bereits über den 
Fall gehandelt wurde, dass man statt der A Integrale untersucht, 
deren Grenzen und \n sind. 

Dass jede ganze Function f von cosö, sinöcost//, sinösint// 
sich nach den C und S entwickeln lässt, kann an dieser 
Stelle leicht bewiesen werden. Eine solche Function besteht näm- 
lich aus Gliedern der Form 

(6) ... cos** 9 ßin"+*' 6 cos» ^pvm^ tp ; 
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cQ8^ip nach Coaiuus d^r VielCocben von yj entwickelt; giebi Glieder 
von der Form .cas(» — 2p)^; gin*"«/^ in äfanlieher Art behandelt^ 
Glieder co8(v— 2/i)^ oder 8iti(y — 2/i)i^ je nachdem y gerade o4er 
ungerade ist. Es kommen also in cos^t/isin^V' für ein gerades P 
nnr Glieder co8(»+v — 2p)t^, für ein ungerades 8in(«+v--2p)v^ 
vor, wo p von an nur solche ganzen Werthe erh&lt, die n+v— 2p 
positiv lassen. In (b) ist jeder solcher Cosinus oder Sinn« mit d^er 
{n+vy^" Potenz von sinÖ multiplicirt^ also enthält allgemein ooamt^ 
oder ^inrnt// als Factor eine Potenz .von sind deren Exponent gleich 
m ist oder um eine gerade Zahl höher. Daher hat f die Form 

f =ssf^4.f^sinöco8t/;+F,Bin'öcos2i^+ete. 
-fCj8inÖBinV+(7,8in*ösin2i/;+etc.; 
wo die F und G ganze Functionen von cosö vorstellen, und die 
rechte Seite eine endliche Beihe bildet. F^ lässt sich in die Summe 
zweier Theile Um und v^ zerfallen, wo u^ e;ne gerade, tu eine un- 
gerade Function von cosd bezeichnet; für 6m gilt das Gleiche. 
Man behandele nun z. B. u^ weiter nach der Methode, durch welche 
man im §. 16 zeigte, dass a;" sich nach Kugelfunctionen entwickeln 
lässt. Es sei 

M« = 6cos^"ö4-cco8^*^^ö+etc., 
so wird die Differenz u^ — ^^^'"(cosö) eine Function wie Um, nur 
von einem um zwei Einheiten niedrigeren Grade sein; durch weitere 
Subtractionen von Functionen ^ rauss es also auf den 0**" Grad, 
auf ?« reducirt werden. Daher lässt sich t/^ durch 

und ebenso t?« durch 

also Fm und Gm mal sin'^ö durch eine Summe von Gliedern g^P^ dar- 
stellen, wenn die g Constante bezeichnen und nach v von v=m an bis 
zu einem endlichen Werthe summirt wird. Multiplicirt man noch 
mit cosmrp oder sinrnt/^; so verwandelt sich endlich die Summe 
resp. in Sg^Cm oder Ug^S^f was nachgewiesen werden sollte. 

Da CZ und Sm nach cos 0, etc. genau vom «**" Grade sind, so 
wird f kein C* oder S**. enthalten können, wenn es von niedrigerem 
Grftde als dem n^^" war^ sondern nur solche C und 8, deren oberer 
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ibiji«K tiDter n hhdihi. Der Satz über die BeBthamiiiig der Oc«£- 
ficienten giebt dann als Werth der in Cm und SZ muhipIletrteB 
Constanten resp.' 

f^'ddBm Of^f{0, tfj)C;!idip = 0, 

I) 

f"dd sin ö/^7(ö, V) ^« ^'V^ = Ö. 

WtH man diese Integrale nach und tfß nur bis ^^i nehmen, so 
bleibt ihr Werth jedenfalls noch^O wenn f(0,%p) bei der Entwicke- 
lung nach C oder S nur Glieder enthält, welche CZ oder resp. SZ 
gleichartig sind, wenn also f auch keine C und S zugleich enthält. 
Dies wird geschehen; wenn in f nur Potenzen von cos 9 auftreteni 
welche n gleichartig sind, von sind die mit m gleichartig sind, nur 
gerade Potenzen oder nur ungerade Potenzen von sini^, je nach- 
dem man das erste oder zweite Integral benutzen will. Diese Sätze 
«ntsprechen einem Fundamentalsatze von Legendre'*') über i^(a;). 
Man vergl. §. 16. 

SEwettes Kapitel. 

Entwickelung der Kugelfunction zweiter Art. 

§. 73. Durch die Methode des §. 67 erhält man für die Kugel- 
function zweiter Art Q mit dem zusammengesetzten Argumente z, 
das von x, x^, ip und tp^ abhängt, eine Entwickelung welche der 
von Laplace für P{i) gefundenen ganz ähnlich ist. Es muss 
nämlich O^C») wie F*(») ein Integral der Differential- 
gleichung (48) im §.66 werden, da Q(x) derselben Gleichung 
(9) wie P{x) genügt. 

Wir greifen einen für diese Methode besonders bequemen Fall 
heraus, der uns die Form der Entwickelung auch f)ir die übrigen 
Fälle andeutet; eine andere nicht gerade eben so einfache Methode^ 
die auf Betrachtung bestimmter Integrale beruht, wird in den fol- 
genden Paragraphen das Besultat für alle Fälle liefern. Wir den* 

•) Memoiren ron 1784 B, 372: / P^(x){m + ßX'^ f- cTa?*"*) <f a? « 0. 
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ken uns x^ fOBitkr reell und ^1, x po&itiv reell ufld binl&agKcli 
groB^y um 

a =s a?a?, — j/ic* — l}/a?J— Icosy 

nie reell und kleiner oder gleich 1 werden zu lassen ^ welchen 
reellen Winkel auch (p vorstellt. Nimmt man deshalb zunächst 
x:>ly so kann z reell für cosq>ssO werden; wählt man nun 
X so gross dass xx^>^y so ist die Bedingung für z erfällt. Dann 
bleibt 0*(ä) für alle «p von bis 2n continuirlich und endlich, läset 
sich also nach Cosinus der Vielfachen von q> (m. vergl. hier §.€7) 
in eine Beihe von der Form 

entwipkeln. Es mtiss demnach w» wiederum 

sein; aber es sind hier alle g gleich Null zu setzen, da Q für a?— oo 
nicht unendlich werden kann. Um zu bestimmen, wie x^ in h ein- 
geht| darf man nicht auf die Symmetrie von z in Bezug auf ^ 
und x^ zurückgehen, da diese Buchstaben verschiedenen Bedingunr 
gen unterworfen sind; man geht vielmehr mit der gewonnenen 
Form 

0''(ä) = 2 h,nQm(x)coamxpcosm'ilJ^'\'2 h^Q'a,{x)s\JlmtfJBi^m\p^ 

in (48, a) ein, nachdem man in derselben o; mit x^ vertauscht hat. 
Die Bemerkung im §. 66 über die Freiheit, diese Buchstaben zu 
vertauschen, wird offenbar durch die vorerwähnte verschiedene Be- 
deutung der Buchstaben x und x^. nicht aufgehoben; an der er- 
wähnten Stelle hätte die Rechnung, durch welche die partielle Dif- 
ferentialgleichung für f aufgefunden wurde, ebenso gut mit sp^ und 
1^ wie mit X und ip angestellt werden können. 

Nach dem Einsetzen findet man für A» die Differentialgleichung 

i:(('-';)^)+('C+')-i^>-''- 

welche durch 

mit den beiden willkürlichen Constanten b und c integrirt wird, 
die weder g>^ q>^, x noch x^ enthalten können, also nur numerische 
Werthe sind: aber c muss sein, indem 0"(«) flir «^ =r 1 endUcb 
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bleibt, während OKp^t) m's Unendliche w&chst; so dass ftir 0"(») 
die nnendlicfae Beihe 



erhalten wird. Es bleibt nur noch übrige die Constanten b zu be- 
stimnAeni die man findet^ wenn man die vorstehende Gleichung mit 
2"+^ multiplicirt, und dann x = oo setzt. Dadurch geht 

in das erste Glied; d. h. in 

1.2.3... ff 1 



1.3...(2n+l)(aj^->cos9yifri)-+^ 
über, oder nach (36) in 

^Tp:(x.)cos««,P, 

wenn in der Summe von dem m = entsprechenden Gliede nur 
die Hälfte genommen wird. Die rechte Seite der Gleichung ver- 
wandelt sich dagegen in 



-S 6«Fi(a?Jcosmy, 



•ssO 



80 dass man durch Yergleichung beider Seiten 

• 2n+V " 2n+l 
findet, also endlich die Formel erhält 

(52) ... (2n+l)0"(») = i^(av)(?o(x)+2TK(ar,)0:(a?)co8m9), 

welche allerdings zunächst nur für reelle positive x und x^ gilt, 
die so beschaffen sind, dass x^ ^ 1, xx^ > 1, 

^ §. 74. Dieselbe Formel läwtsich durch eine Methode ab- 
löten und von Beschränkungen befreien^ welche fär dieEntwicke- 
Inng der P im §.70 angegeben und als die Methode von Jacob! 
bezeichnet wurde. Dieselbe bedarf nur geringer Modificationen; 
welche vorzugsweise darin bestehen, dass die Gleichung (50) nicht 
mehr, durch Zurückgehen, auf die erzeqg^idea Functionen abge*/ 
leiiel,. sondern dnvcheuie Substitation bewieften wird, durch die: 
man seigt, dass. > 
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in 



(6)... y '^ (« — cos 1? }/»'— l)* dj? 

übergeht. Ist dies nachgewiesen; so bleiben die folgenden Befrach- 
tungen ungeändert; (fr) dessen Werth 2TtF'(z) man kennt, wird 
durch die dortige Behandelung ron (a) in die Laplace'sche Beihe 
entwickelt. 

Die Gleichheit (a) = (fr) kann nicht bestehen wenn der Nen- 
ner In (a) verschwindet, was nur fUr rein imaginäre x möglich ist. 
Diesen Fall schliessen wir deshalb aus, denken uns auch d? mit 
positivem reellen Theile versehen; war sein reeller Tfaett ne- 
gativ, so lässt sich das Resultat aas dem welches wir gewinnen 
werden sogleich ablesen. 

Man schaffe nun, um die Gleichheit zu beweisen, aus dem 
Nenner von (a) die Grösse \fß in den Zähler, indem man rj^^yf+x 
setzt, und für die neue Veränderliche x Grenzen — tp und Stt — V 
erhält, die sich mit und 2n vertauschen lassen. Diese Yer- 

f{n)dn erlaubt, wenn f die 

Eigenschaften hat, welche nölhig sind, um seine Darstellung durch 
eine trigonometrische Keihe 

^= ^Ä^+frjCosiy-f 62COs2i?-f etc. 
+ a^ sin^i^H- a, sin 2fy+ etc. 

/In 

aber auch *' 



f 



wird. Macht mao wieder Vi^V* ^^ 9>> ^^ entsteht daduveh ans (a) 

"'"(»,+ cos (y - it) ySpi)" 



/ ' (oi+cosz^i^r'' '^^' 



wclobes nuut auf die Grenzen und n bringjt, indem nuui es !■ 
aansi Tliaile aseviegty einem swiiofaen oml^ 9t und dnte sweÜeo 
von n bis 2n, der durch die Substitation X^^^'^Xx ^ Oreaae»^ 
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imd fi annimmt So findiet man sfalt {a} die Summe zweier Iti* 
tegrale, die dnreh die Formel 

'"(a?,+co8(y±y)]/a??-l)" 



/' 



anE^edrückt werden; das eine ist das Integral mit dem oberen^ das 
andere mit dem unteren Zeichen. Hier nehme man die Substitution 
des §. 8 vor; indem man in den dortigen Foimeln x statt (p setzt. 
Löst, man dann nach X9 s^tt wie es dort geschah »acb 17 au£^ so 
ist die Substitution 

X cos T] — j/g* — 1 



COBJf s= 



aR+cos;f j/fls* — 1 



smjf = 



dX 



X — cosiy^a?*— 1 

1 

X — cosi? ya?* — 1 

sini? 

X — cosi^^a?' — 1 
dt] 



a? — cosiy ^ic*— 1 
und. unser Integral verwandelt sich durch dieselbe in 

/TT 

(ii — Ä COS iy -f. Csin riY dti , 


wo 

A = a?irj — cosy^a?*— l]/icj—l = «, 

5 = ajj ya:*— 1— iF]/a:J— Icosy 

C = sin y ya:J — 1 
wird. Man sieht; dass A, B, C den durch die Gleichung 

ausgedrückten Zusammenhang haben^ oder wenn man für A seinen 
Werth » setzt, dass B*+C* = z* — 1 wird, so dass man 

B=r y»»— Icosa^ C=yi5'— Isina 
setzen darf, wo a einen reellen oder imaginären Winkel vorstellt 
Es zieht sieb dadurch (c) in 

f^'i» — cos (n + a) y^*— 1)" dfi 

zusammen; es war (a) die Summe der beiden Integrale^ wekb^ 
maa allg^d6m! v^ratafaenden erbäli ^^^ean man mtmal daiii obere, 
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dmn daa uutere Zeichen nimmt; diese Summe lässt sieh in das eine 

(rf) ... /''%-co8(i7-a)l/?^)''rfi7 

zusammenziehen, welches nach §. 42 oder nach demselben Prinzipe, 
welches oben gestattete^ i// aus dem Nenner in den Zähler zu ver- 
setzen 



/ 



(» — C08i7/Ä"—l)"di? 



d. h. (6). liefert. 

Diesen directen Beweis von der Ueberelnstimmung der beiden 
Ausdrücke (a) und (6) hat der Verfasser im Crelle'schen Jour- 
nale*) mitgetheilt. 

Anmerk. Dieselbe Methode bleibt noch auf die Transformation 
eines Integrales (a) in die Form (6) anwendbar, wenn die Grenzen 
des ersten beliebig und nicht mehr und 2n sind; sie ist noch 
brauchbar wenn auch n eine negative ganze Zahl bedeutet (man 
nehme dann den reellen Theil von x^ positiv an) oder gebrochen 
wird: für n=— ^ erhält man dann bekannte Formeln über die 
Beduotion eines elliptischen Integrals. Es kommen hierbei Um- 
stände in Betracht; die^ so lange Alles völlig aligemein bleibt, noch 
nicht hinlänglich erforscht sind, und auf welche aufmerksam ge- 
macht werden soll, obgleich eine Untersuchung dieser Fälle für 
unsere Zwecke überflüssig ist: 

Zunächst erhielt man oben (a) =^ (d)] es ist zweifelhaft ob hier 
diese Gleichung für alle x etc. besteht, indem zwar die angewandte 
Substitution immer brauchbar bleibt, aber für die Integration nach 
1? ein imaginärer Weg von bis 2n einzuschlagen ist, der zwar 
für ganze positive n mit dem directen reellen vertauscht werden 
darf, für andere n aber nur wenn die Grösse 

a — cos (17 — a) y«* — 1 
in einem gewissen begrenzten Flächenstücke (man vergl. die ähn- 
liche aber einfachere Betrachtung des §.8) für kein 17 verschwindet* 
Die Gleichung (d) = (6) ferner besteht sicher wenn a einen 
reellen Winkel vorstellt; in den anderen Fällen bedarf die Ver- 



*) Bd. I^ : Dineter Beweis der GleiolOieit sweier besümmlM Integiile, S. SM. 
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gleichuDg von (d) mit (b) einer besonderen Betracbtting, die iman 
nach Analogie des §. 44 anstellen kann oder nach dem Muster^ 
welches die imaginäre Substitution bei den Q darbot. Um diese 
Andeutungen etwas weiter zu verfolgen betrachte man 

(a) . . • /*^''(a — cos (y + ii) y»*-!)" ^9> 
u 
oder was dasselbe ist 

(/?)... /(«— eos0 }/?^=l^)*dö, 

von Ö = /t bis 6 = 27i + H auf einer zur Achse des Reellen paral- 
lelen Geraden integrirt. Bezeichnet r den reellen positiven Werth 
von t, für welchen 

i5--cos(<p+<t) yz*—i 

verschwinden kann, so sind zwei Fälle zu unterscheiden: 

1) Ist t<ZT, so wird (fi), nach 6 geradlinig von bis 2n 
integrirt, gleich der Summe der drei auf geraden Linien zu nehmen- 
den Integrale^ erstens von bis /«, zweitens von ti bis 29t-^ü, 
welches (s. o.) gleich a wird, und drittens von 2n+ti bis 2n, wel- 
ches gleich und entgegengesetzt dem ersten ist und sich daher gegen 
dasselbe hebt. Es folgt hieraus, die (a) sich nicht von {ß) unter- 
scheidet wenn dieses auf reellem Wege von bis 27i genommen wird. 

2) War aber t> t und bezeichnet v einen beliebigen Werth 
der t übertrifft, so ist (/?) von ti bis 2n+ti geradlinig integrirt, 
d. h. (a) gleich der Summe der drei geradlinig genommenen In- 
tegrale (ß)j erstens von ti bis vi, zweitens von vi bis 27i-\-vi, 
drittens von 2n-i-vi bis 2;i+^*> die sich wieder auf das zweite re- 
ducirt; es bleibt also (a) ftir beliebig wachsende t unverändert. 

♦ §. 75. Wir gehen nach diesen Vorbereitungen zur Behande- 
lung von 0*(a) über, wo z die frühere Bedeutung hat und für kei- 
nen Werth von fp unendlich werden soll, um eine Entwickelung 
nach Cosinus der Vielfachen von cp zuzulassen. Diese Bedingung 
kommt darauf hinaus, dass z für kein (p gleich Hhl werden darf; 
bleiben x und x^ in ihrer Form nicht weiter beschränkt als sie 
bisher waren, so scheint sich die Bedingung, dass 

z = asTj — cosif )/a?'— 1 |^a?J— 1 
nicht gleich +1 werden darf, nicht wesentlich einfacher darstellen 

Heine, Handbuch d. KugellViDCtioneD. ][3 
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zvL lassen. Jedenfalls ist durch sie der Fall ausgeschlossen dass x 
und äc^ zugleich rein imaginär werden; denn setzt mBnx^iy, 
x^ = iy^ 80 verwandelt sich — »in 

yy^-cosipyy'+iyjrj + l; 
erreicht also für (p = n einen Werth der grösser als 1 ist, für 

einen durch 

cosg) = T ^ ^' = 

bestimmten reellen Winkel 9 aber 0^ so dass es einmal durch 1 
gegangen ist. 

Wir setzen nun fest: 

1) Der reelle Theil von x und x^ sei der Bequemlichkeit des 
Ausdrucks halber nicht negativ; ist eines rein imaginär so soll es 
X sein, und dies wird dann^ wie wir uns ausdrücken^ positiv ge- 
nommen. 

2) Es soll 

sein; war x rein imaginär, so ist diese Bedingung über- 
flüssig. Man weiss aus früheren Untersuchungen oder sieht leicht 
eiu; dass beide Moduln nicht unter 1 liegen können, dass höchstens 
der erste 1 sein kann, und nur in dem Falle eines rein imaginären 
X wirklich 1 ist. 

Unter diesen Voraussetzungen betrachte man die beiden In- 
tegrale, welche in dem Ausdrucke mit doppeltem Zeichen 



(a) ... J 






enthalten sind; der Logarithmus ist so zu verstehen , wie es p. 70 
angegeben wurde, d. b. mit positivem reellen Theile zu nehmen: 
nur wenn a? rein imaginär war verschwindet sein reeller Theil. Es 
soll nicht untersucht werden, ob (o) verschiedene Werthe annimmt, 
wenn nach 1* auf verschiedenen Wegen integrirt wird; der Weg 
ist hier gemeint, über welchen im §. 26 zunächst zu integriren 
war, als u von der reellen Grösse t durch die dort angegebenen; 
unten wiederholten Gleichungen abhängig gemacht wurde. (Dort 
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konnte man später den Weg niit anderen vertauschen.) Dieser 
Weg war so beschaffen, das», M = p+^t gesetzt, p von fort- 
während zunahm während u von der unteren zur oberen Grenze 
fortschritt, im besonderen Falle für ein rein imaginäres x, welchen 
wir im Augenblick übergehen, constant blieb. Es ist klar, dass 
(a) einen bestimmten endlichen Werth erhält: der Nenner 
kann nämlich nach §.44 nur für ein solches u versehwinden, für 
welches 

,wird. Letzteres tritt nicht ein, weil x^ nicht rein imaginär ist, 

also M(y-^ j kleiner als 1 wird, während Jf (c") = c'' grösser, 

wenigstens, nämlich für p = gleich 1 sein muss. Ersteres kann 
ebenso wenig eintreten; setzt ma» nämlich 

80 ergiebt sich 

und da p nur bia a wächst | so kann M{e^) nie e" überschreiten, 
also nach der Feststellung ad 2 nie Üffl/-^ — -J erreichen. 



War X rein imaginär also iu reell, so könnte der Nenner in («) 



X 



nur verschwinden, wenn ' reell und kleiner als 1 ist, was 

nur für ein rein imaginäres also hier ausgeschlossenes x^ möglich 
swn würde. 

Es wird nun die halbe Summe der beiden in (a) ent- 
haltenen Integrale,' die s heisse, auf doppelt^e Art be- 
handelt: zuerst entwickelt man s in eine Reihe, die mit dem 
(2n+l)**" Theile der rechten Seite von (52) übereinstimmt; zwei- 
tens transformirt man das Integral durch Einführung einer neuen 
Variabelen t für u in ein anderes, das im wesentlichen 0'*(a) ist. 

Um da» Erste auszuführen, benützt man di^ Formel des §.45, 
nach welcher 

13* 
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m=x 



+ 22 F^{x^){coBmq>cosm^u^%innupsnxmiuy\ 

eine bei den angegebenen Grenzen von u immer convergente Beihe 
wird, 80 dass dieselbe Summe der beiden in dieser Gleichung ent* 
haltenen Ausdrücke sich auf die Cosinusreihe allein reducirt. Nimmt 
man endlich noch die Gleichung (45) zu Hülfe, aus der man für 

1.3...(2n— 1) /•'^^s/^, . /-- — -v^ . 
/ [x — costii ya?'— Ij cosmmau 



den Werth -;; — r7TÖm(a?) zieht^ so ergiebt sich für die halbe 

Summe s der in (a) enthaltenen Integrale die Beihe (52), genauer 

(6) ... (2«-f-l)« = P;;(a;,)(?S(«)+2 2 PI (aj,) 01 (a) cos m^o. 

m=:l 

Um den zweiten Schritt zu thun mache man die oben er- 
wähnte Substitution des zweiten Falles im §.25, d.h. man setze 

in (a) 

a?costt+/a:' — 1 
cosw = . -, 

a:+cost< yx^ — 1 



• • 



, . sint< 
smtw = , etc. 

a; + co8t< y^r* — 1 



wodurch es sich in 



r- 



/ (ilH- Ä cos tf ± Csin %ff^^ 

verwandelt, wenn zur Abkürzung 

A = (xx^ — cos fp ]/a?*— 1 ]/a?J— 1 = », 
B = a?, ya:* — 1 — x^x\ — Icos^) 
C == siny ]/a:J--l 

gemacht wird; daher geht « selbst in ^ 



über. Zwischen A, B, C besteht offenbar die Gleichung 

A*-B*-C* = l, 
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80 dasB man setzen darf (A=si ist nach der Vorraussetzung nicht 

±1) 

B sc |/»' — Icosa, 

Cs= |/i5* — iBina, 
es mag a einen reellen oder imaginären Winkel bezeichnen; die 
Quadratwurzel wird wie überall mit dem Zeichen von % genommen. 
Es verwandelt sich also $ in 

dl 



{c) ... 2ä = / 



J^ (»+ cos(t< — a) ]/?rz:T)*+^ 

Dies Integral ist im §.4'i vollständig untersucht worden; sein Werth 

hängt wie man dort sieht, von dem reellen Theilo von a ab, oder 

von ß wenn man 

a = ß+yi 

setzt, und ß in dem gehörigen Quadranten nimmt. Bestimmt man 

den dort ifj^ genannten kritischen Winkel nach den ebendaselbst 

für specielle Fälle ad 1 — 3, fiir den allgemeinen ad 4, gegebenen 

Regeln, so wird das Integral unendlich, wenn ß genau it^o ist; 

liegt ß zwischen — \p^ und tp^, so wird es 



/ 



liegt es endlich zwischen xp^ und 2« — w^, so verwandelt es sich in 

dt 



f 



^. (»-co8«i/irri)-+^' 

oder 20*(») + 2f/iJP*(Ä), wenigstens für ein, in imserer Ausdrucks- 
weise, positives e. Es wird überflüssig sein, die Werthe der In- 
tegrale durch P und Q ausgedrückt auch für negative a hier auf- 
zuführen, da sie sich durch die einfachsten Eechnungen, wie Multipli- 
cation mit ( — l)""*"* ergeben. Der Fall dass ß genau \p^ wird kann 
hier nicht eintreten da 

il + JJ cos i< + C^sin ii 
nicht verschwindet, wie man einsieht wenn man bedenkt dass die- 
ser Nenner durch Multiplication der beiden nicht verschwindenden 

Grössen 

a?j — co8(9)+ii*) ya?J— 1; a?+cosf< y'a;*— 1, 

mit einander entstand. Unsere Untersuchung über den Werth der 
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Reibe (b) giebt also das Resultat dass für positives je nachdem 
der eine oder der andere der oben erwähnten Fälle in Bezug auf 
tfß^ eintritt; s gleich dem ersten oder dem zweiten der Werthe 

wird. So lange x und x^ allgemein bleibeui war es nicht möglich, 
das Criterium, ob der eine oder andere Werth für s gesetzt wer- 
den musS; wie sich also fl zu xfß^ verhält, einfacher als es oben ge- 
schah auszudrücken ; in den folgenden wiclitigcren besonderen Fällen 
kann diese Untersuchung auf die dort anzugebenden Arten noch wei- 
ter geführt werden. 

1) Wir behandeln zunächst den Fall des §. 73, in welchem 
sich also die Gleichung (52) als Resultat ergeben muss. Es sei 
wie dort x und x^ reell und positiv, ferner x^ ^1; x^i > 1; dann 
wird s nie +1, und auch die zweite Bedingung dieses Paragraphen, 
welche sich auf die Moduln bezieht, ist erfüllt. Setzt man näm- 
lich x^ SS cosd^ so soll nach derselben (p. 194) 

x+1 «Ö 

oder xcos6>l werden. Die Grösse A=^s hat nun die Form 
p^qi, wenn p, q positive Werthe bezeichnen, und das Zeichen + 
mit dem von cosq? der Art übereinstimmt, dass +cos^ positiv ist. 

Auch B hat die Forria r-|-«t: y«*— 1 die Form p^qi, also . 

yÄ*— 1 

die Form p+g». Hieraus folgt für cos« oder — ==: 

cosa = (r4-5«)(p+gi), 
es hat also cosa den reellen Theil pr-\-q8y welcher daher positiv 
ist, und wenn man a in ß-^-yi auflöst, so wird 

co^ß cosyi = pr-^qs 
)d. h. cos/? positiv. Folglich bleibt ß unter xff^ nnd « wird genau 

2) Ist X rein imaginär, a?j <: 1 und reell, so braucht die Be- 
dingung über die Moduln p. 194 nicht ausdrücklich untersucht zu 
werden. Es ist a von der Form p + qi, p und q mögen positive 
oder negative Grössen sein, B hat die Form r+«t, wenn p und r, 
ebenso q und 8 gleiche Zeichen haben; die Form von }/»'— 1 



§. 7b, 52. II. Tbeil. anwites Kapitel. 199 

ist p-f-flf», von . gleich p^qi- Hieraus folgt cos« gleich 

= (r+»i)(p— ?t)> . 



so dasB der reelle Theil pr-^qs von cosa positiv ist. Man scbliesst 

weiter wie im vorigen Falle, dass $ genau 0"(ä) wird. 

3) Es sei wiederum x und x^ reell positiv, aber a;, >» 1, und 

wegen der Bedingung ad 2 (über gewisse Moduln) x>x^. Die 

Grösse __ 

« = xx^ — cos^ ^ar*— 1 Yx] — 1 

erreicht dann ihren kleinsten Wertli für qp = 0, der aber noch 
positiv und >1 ist; xXi — ^x*—! ^x] — 1 nach ar differentiirt giebt 
nämlich den Zähler 

x^ }/a:*— 1— a?}/a?J— 1 

der positiv wird, da er in 

a?* — a:J 



x^ }/a?'—l + a:^a:J— 1 
umgeformt werden kann , und a? >• a?j angenommen wurde. Es 
wächst also die differentiirte Grösse mit x und wird am kleinsten 
bei a? = a?j , für welchen Fall sie sich in 1 verwandelt. 

In diesem Falle, wo z reell und > 1, ist der kritische Winkel 
wie man aus §. 42 ad 1 weiss, y;^ = n (Was hier z genannt ist, 
heisst dort a;). Es müsste, wenn genau /jf=:fE wäre, sina= — sin/t 
also imaginär oder zugleich mit y Null sein; C ist jedoch reell und 
nur für sinqp = selbst Null. Sollte daher ß '=^ n werden, so hätte 
man a = ;i, und qp = oder = ;t, das heisst es müssten die Glei- 
chungen 

ÄXj + ya;'— 1 ya?*— 1 = z 

a?, j/a;*— l+Ia; ix\—l = — j/ä*— 1 
stattfinden. Bei unterem Zeichen ist dieses offenbar unmöglich; 
dass es bei oberem gleichfalls nicht stattfinden kann, zeigt die 
Transformation von x^}/^^ — ^ — xYx\ — 1 in die positive Grösse 



x^-^x^. 



a?, |/a?*— 1+a? ^a^J — 1 
Es bleibt also ß unter i^<j= «, utid auch in diesem Falle wird 

9 -X O^ä). 
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4) Man untersuche den Werth des Integrals, wenn x rein 
imaginär :=iy und x^ reell und >1 gesetzt wird; x, und y sollen 
positiv sein. Dann wird 

y»* — Icosa =• i(x^ yy* + l — cosfjpy ]/a7j ~l) 

y?—-l sina = singp y^xj— 1 
und naeb §.42, ad 2, da si rein imaginär ist, liegt xp^ zwischen \n 
und n. Hier kann z fUr gewisse rp zuerst und dann negativ 
werden. Betrachten wir 

a) « so lange es positiv bleibt. Der Factor von » in der 
zweiten Gleichung ist selbst für 9> = positiv, da er dann 

wird; also muss cos« etwas positiv reelles, aina aber etwas imagi- 
näres vorstellen. Führt man, wie Seite 197, ß und ;' für a ein, so 
folgt daraus dass z also auch ya* — 1 positiv imaginär ist, dass 
cosßcoByi positiv, sin /?sin yt Null, sin/Jcosyi Null wird, also sin/?=0, 
cos/? positiv, endlich ß = 0. Das Integral i'educirt sich also auf 

6) Es mögen nun die Fälle untersucht werden, in welchen (p 
die Grösse » negativ macht; man setze «=--«. Nach den Fest- 
setzungen ist dann ]/«*-- 1 = — yw* — 1, wo yM^ — 1 positiv imagi- 
när wird; folglich hat man ein er mit negativ reellem Cosinus und 
rein imaginärem Sinus zu bezeichnen : dieses Iiat einen reellen Theil 
ß s=z n. Unser s ist demnach zunächst 



dann 



^^Tu 



(u + cos (it ^iy — n) }/ti*— l) 



w-f-l' 



oder 



2 !^ C«~co8tfyj?ri3)*+*' 



(~ir'"'((?"(ti)+»«/^(«*)). 

Durch Einfiihrung von % fUr ti folgt daraus: Es ist 

Fasst man das unter (a) und (6) Gesagte zusammen, so tritt 
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bier der Fall zum ersten Male auf^ das» 8 nicht überall durch 0"(^) 
dargestellt wird; sondern nur für positive ;s; für negative durch 
^"(a) — inP^{z). Bies giebt beim Uebergange, also für is = kei- 
nen Sprung, sondern im Gegentheil würde ein solcher stattfinden, 
wenn s überall 0*{^) wäre; um dies zu zeigen erwäge man, dass 
nach p. 60 für O'^io) bei geradem n zwei Werthe gefunden werden: 
heisst derjenige, welcher die Grenzen von 0(^) für positiv imaginäre 
i5 bildet 0*(ot), so ist 

(?"(-oi) = (-l)"+'(?"(o»). 
Also nur für ungerade n, für welche auch P^(o) verschwindet, giebt 
Q(+oi) denselben Werth, so dass für diesen Fall kein Sprung 
von Q(oi) zu 0( — oi) — inP(o) vorhanden ist. Für gerade n da- 
gegen findet man (s. ebendaselbst) 

..... ("^)" 



Q(-oi)=-Qioi) = i-iyi2' 
welches nach §. 9 gleich —^^(o) ist, so dass 



ii(«) 



0(oi) = -'-^P, 0(-o») = ^P, 

also endlich Q{ — ai) — inP genau gleich 0(oi) wird, und auch hier 
kein Sprung stattfindet. 

5) Zuletzt seien x und x^ beide positiv und <Cl; man setze 
dann a; = cosö, a:, = cosöj und nehme wegen der Bedingung, welche 

die Moduln betrifi^t absolut grösser als 0^ , beide aber <; -—, 

80 dass nie 

J5 = cosö cosöj + sinö sinö, cos <p 

gleich 1 werden kann. Zur grösseren Bequemlichkeit denken wir 
uus 6 und ^^ beide positiv, wodurch nichts wesentliches geändert 
wird, indem die willkürliche Grösse von (p diese Festsetzung un- 
beschadet der Allgemeinheit gestattet. Es wird nun der Fall dass 
Ä positiv ist von dem eines negativen z unterschieden; im ersten 
denke man sich ä = cos/, im zweiten = — cosy, und y zwischen 

und +-^' Der kritische Winkel \fß^ erhält nach p. 111 genau 
den Werth — • 
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a) War » = cosy, so wird 

sin 7" cos a=s sind cos 0^ — cos sin 0^ cos yß 
sin;^ sino = sindj sin^); 
weil d>d^y also sinÖ^sinö, , cosöj>>co8Ö, ist ferner sin y cos a 

positiv und sicher nicht 0. Es kann folglich a nicht i-^ sein, 

sondern stellt einen Winkel mit positivem Cosinus^ also einen solchen 

vor, welcher zwischen -^ und — liegt, so dass % genau 

0"(a) wird. 

6) Im Falle a = — s^o^y setze man 

— sin y cos a = sin ö cos 6^ — cos d sin öj cos <)p 

— sin y sin a = sin ö, sin y , 

wo nun a zwischen — und — liegt. Es verwandelt sich dann ^ in 



(-1)' 



»+1 /^ d« 



■/" 



-00 (cosy — ismycostQ 
d. h. wieder in Q^i^j indem nach den Festsetzungen des §.23, 
wenn » = cos« und < « •< ^, immer 0''(») durch 

dt 



f 



^ (cosa+*siii«cosif)'*"^* 
erklärt wird. 

Die Entwickelung von 0"(ä) n^ch Cosinus der Vielfachen von (f 
wurde im 42**®" Bande des Grell e'schen Journals bereits ange- 
deutet, ist aber hier zum ersten Male vollständig mitgetheilt. 



Drittes Kapitel. 

Einführung und Eigenschaften der Lamd'schen Functionen. 

§. 76. Die Gegenstände, welche in diesem Kapitel behandeU 
werden, sind zum grössten Theile in den Arbeiten von Lam^ 
entbaltei), und zwar sind vorzugsweise zwei Meisterwerke benutzt, 
von denen sich das erste im ^weiten Bande ^) des LiouviUe'schen 
Journals, (nach der dortigen Angabe dem ö***" Bande der Savans 



*) Memoire snr les snrfaces isothermes dans les corps solides homogenes en 
dquilibte de temp^rature, p. 147 — 183« 
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^trangers entnommen), das zweite im 4*^'* Bande ^) desselben 
Joarnak findet. Es sind übrigens iü den ersten vier Bänden des 
Liouville'seben und im 23***'" Cahier des Pariser Polytechnischen 
Journals nach mehrere andere Arbeiten desselben Verfassers über 
diesmi Gegenstand enthalten, so wie auch eine spätere Bearbeitung 
von Lam^ in zwei eigenen Werken **) existirt. Ausserdem kann 
man im 6**"" und den folgenden Bänden'des Li ouvill ersehen Jour- 
nals Abhandlungen von Lam^ vergleichen, die auf die hier zu 
behandelnden Functionen Bezug haben. 

Man erfuhr bereits in der Einleitung, dass die Eugelfunctionen 
mit Auflösungen der Gleichung 

in Beziehung stehen, oder, wie man sich kürzer ausdrückt, mit der 
Auflösung von ^' K = 0, indem man ziemlich allgemein einen sol- 
ch^i Ausdruck 

setzt. Dieselbe Grösse J*V kommt in den Untersuchungen über 
die Wärme vor, und drückt bei den in der mathematischen Theorie 
üblichen Annahmen, bis auf einen constanten Factor die W^ärme- 
menge aus welche das Element x, y, z eines Körpers in einer sehr 
kleinen Zeit erhält, dividirt durch die Masse des Elements und die 
sehr kleine Zeit, wenn V die Temperatur des Punktes bezeichnet. 
Das Nähere hierüber findet man in Fourier'sf) oder Poisson's ff) ' 
Wärmetheorie. Hat man einen homogenen Körper, dessen Begrenr 
Zungen in irgend welchen, aber von der Zeit unabhängigen Tem- 
peraturen erhalten werden, so muss in diesem endlich ein von der 
Zeit unabhängiger Zustand eintreten, bei welchem die Temperatur 
eines jeden Punktes sich also nicht mehr ändert, oder da die Wärme- 

*) Stir r^qnilibre des temperatures dans un ellipso'ide k trois axes in^gaux, 
p. 126 — 163. 

**) Legons sur les fonctions inverses des transcendantes et les surfaces iso- 
thermes. Paris, 1857. Und: Le^ons aur les coordonn^es curyilignes et leurs di- 
verses applications. Paris, 1859. 

f) Theorie analytique de la chaleur. Paris, 1822. 

tt) Theorie math^atiqae de la chaleur. Paris, 1885. 
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bew^gung nicht aufhört, bei welchem jeder Funkt so viel Wärme 
abgiebt wie er empfangt: seine Wärmezunahme oder J*V ist dem* 
nach 0. Der Wärmezustand eines solchen Körpers wird daher be- 
stimmt, indem man J^V s= so integrirt, dass V sich für die 
Grenzflächen in die gegebenen Functionen verwandelt, welche die 
Temperaturen an den Grenzflächen ausdrücken. 

Wir beschränken uns jetzt auf einen homogenen, von zwei 
geschlossenen Flächen begrenzten Körper, wie eine Kugel oder ein 
Ellipsoid aus dem ein Stück des Inneren herausgeschnitten ist, und 
denken uns die äussere Fläche in einer constanten Temperatur c 
oder 1, die innere in der Temperatur erhalten. Es ist klar, dass 
die Temperatur der einzelnen Punkte im Innern zwischen und 1 

m 

liegen wird, und dass alle Punkte von derselben Temperatur als 
geometrische Orte gewisse Oberflächen haben werden. Diese nennt 
man die Isothermen; hat man eine hohle Kugel, die aus der vollen 
durch einen concentrischen Schnitt entstanden ist, und die an der 
äusseren und inneren Fläche in den Temperaturen 1 und erhalten 
wird, so sind die Isothermen offenbar Flächen von Kugeln, welche 
der ersten concentrisch sind. 

Lam^ stellte sich die Frage: sind die Körper durch zwei 
Flächen zweiten Grades mit gleichem Mittelpunkte und gleich ge- 
richteten Achsen begrenzt, haben also ihre Gleichungen die Form 

mx*+ny^+pz* = 1, 
wie müssen m, n, p von einem Parameter A abhängen, damit die 
Isothermen durch Gleichungen derselben Form ausgedrückt wer- 
den, in denen nur X andere Werthe annimmt? Es zeigt sich dass 
drei Systeme solcher Flächen existiren, ein Ellipsoid, ein Hyper- 
boloid mit einem Mantel und eines mit zwei Mänteln; man findet 
also drei Gleichungen, in denen b und c reelle Constanten vorstel- 
len, und b<ic ist: 

£. , _y L_ — 1 

^ vi ?!_^i 
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Um die Bedeutung^ dieser Gleichungen zu erläutern; denke man 
sich f Ton Qq bis ^^ wachsen y wo ffo^ ^ ist ; erhält man ferner 
die Ellipsoide mit den halben grossen Achsen q^ und Qi, welche 
offenbar confocal sind; in den Temperaturen und 1; so ist die 
Oberfläche eines jeden; welches man für ein zwischen g^ und (», 
liegendes q erhält; eine isotherme Fläche. Ebenso verhält es sich 
mit den beiden anderen Flächen; wenn nur 

Ofi>b 

v>b >v 
genommen wird. Die merkwürdigen Eigenschaften der drei so ent- 
stehenden Gruppen von Flächen; die sich übrigens unter rechten 
Winkeln schneiden; sind vielfach untersucht worden; Lam^ be- 
nutzt sie bei den Wärmeaufgaben für Ellipsoide zur Einführung 
neuer Coordinaten statt der rechtwinkligen x, y, %, indem er diese 
durch die Achsen Q^ fi, v der drei Flächen ausdrückt; welche sich 
im Punkte (t^y^z schneiden; also für x^ y, z die einfachen Ausdrücke 
setzt; die man (s. u.) durch Auflösung der drei Flächengleichungen 
nach diesen Grössen erhält. 

Durch die üblichen Polarcoordinaten für das EUipsoid q, 0,\fj 
werden die rechtwinkligen x^ y, z bekanntlich in folgender Art 
ausgedrückt: 

IxszQcoaO 
y=|/^^=6-«sinöcosV^ f^^ ,^Z^ 

ü = yp*— c* smö smV'; 
man findet die Lam^ sehen Ausdrücke ; wie sie sich durch Auflösung 
der drei Flächengleichungen ergeben^ wenn man in (53) setzt: 

cos = -^^ 
6c 



(53, a) 



sm^cost/; = -i-J- — --- ^ 

bic^-b^ (c>b>v) 

smö sm^ = ^ ^ . 

eye*— 6' 

Alle Zeichencombinationen erhält man, wenn fi> alle positiven 
Wertibe von 6 bis c und zurück durchläuft, während ^fj^^-^b* po- 
sitiv bleibt und yc*— fi* von der positiven }/c*— 6* durchs Negative 



n 
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continnirlich zu — V'c'— 6* zurückläuft. UnterdeMen geht v Ton 
— 6 zu 6 während }/6*— v* und }/c*— v* positiv sind; dann ändert 
|/6*— V* sein Zeichen während iß von 6 zu — 6 zurückkehrt. 
Die eingeführten Coordinateu heissen die elliptischen Coor- 
dinaten« 

§. 77. Nachdem auf den Gedanken hingewiesen wurde welcher der 
Einfuhrung neuer Coordinaten zu Grunde lag^ gehen wir auf syn* 
thetische Art zu Werke, und verbinden und yj mit zwei Buch- 
staben fi und V durch die Gleichungen (53, d). Diese Substitution 
ist gestattet, da die Summe der Quadrate der rechten Seiten von 
(58, a) wie die der linken 1 giebt; sind d und xff reell gegeben so 
findet man ein bestimmtes fi und v wenn man diejenigen Fest- 
setzungen über die Zeichen macht welche man am Schlüsse des 
vorigen Paragraphen findet, so dass also Winkeln d und tp, welche 
zwischen und ^n liegen, positive Werthe von /u, v und sämmt-* 
liehen Wurzelgrössen entsprechen. Umgekehrt entsprechen gege- 
benen Werthen von fi und v in den Grenzen b und c resp. und 
b, reelle d und yj, ' 

Es scheint zweckmässig, an dieser Stelle einige im Folgenden 
häufiger wiederkehrende Formeln und Festsetzungen zusammen zu 
stellen. 

a) Grössen die von /ti^ und v, abhängen wie 6 und i// von fi 
und Vy heissen d^ und t//, . 

6) Man bezeichnet durch « und ^ folgende elliptische Inte- 
grale, deren obere Grenzen fi und v positiv reell sind: . 

für jtA = c resp. v = 6 werden h und f , die dann nur b und c ent- 
halten, (a und m genannt 

c) Die Functionen P,U(co9Ö)cosmt/;, P^(cosö)sinmi//, die mit 
C» und Sm bezeichnet wurden, sind (p. 181) ganze Functionen von 
cosö, sindcosi//, sinösint^, lassen sich also mit Hülfe von (53, o) 
in ganze Functionen von ^v, y^f**— 6']/6*— v% Vc*— f4*}^c'— -v* trans- 
formii^en. Diese so transformirten Functionen, welche vermittelst 
(53, a) identisch mit den ursprünglichen sind^ heissen noch immer 
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C und S, und «s werden ihnen die znr Deutlichkeit erforderlichen 
Indices oder Argumente beigefügt; so dass z. B. C[fiy v] die Func- 
tion ist, welche nach der ursprünglichen Bezeichnung in 0(0, jp) 
übergeht, wenn man für fi und 9 die Grössen und t/; einführt 
Dieselben Functionen von d^ und fpi oder fi^ und v^ kann man 
snr Abkürzung, wenn das Verst&ndniss durch Fortlassen des obe* 
ren Index n nicht erschwert wird; einfach durch C und S' aus: 
drücken; man lässt dann die Argumente fort Die Formen welche 
C und S nach diesen Substitutionen annehmen, findet man im fol* 
genden Paragraphen weiter erörtert. 

d) Die partielle Differentialgleichungi welcher P» genügt, von 
der particuläre Lösungen auch durch die C* und S" ausgedrückt 
wurden, nämlich (48) nimmt durch Einführung der neuen Coor- 
dinaten die Form an 

(54)... |!f+|lf+H(n+l)(^'~i^«)A=0. 

§. 78. Mit Hülfe des §. 71 ist es möglich, C und S auf 
doppelte Art durch fi und y auszudrücken, nämlich zuerst als 
endliche Beihe, dann als Integral. Da einen Winkel mit posi- 
tivem Sinus vorstellt; so wird als erster Ausdruck von C und S 
erhalten, wenn man die Formeln dadurch in eine zusammenzieht, 
dass man die Gleichung für Cm+iS,^ und C» — iSm giebt: 

(55) ... C:[fi,v]±iSZ\jj^,v] = 

^m{jr-J ißt hier dieselbe Function, welche früher durch dies Zeichen 
ausgedrückt wurde, nämlich 

*- Vb^J - Vb^J 2(2^=1) Vb^J + '*"• . 

Der Werth von C und der von S, mit einer willkürlichen Grösse a 
80 zusammengesetzt wie es §.71 geschah; wird zweitens 

(55, a) ... J^ " (C [fi, v] cos i»a+S:[^,v] sin ma)' 

^f V a7+^ »■ rT =TT — cosiy+t^^ 7=== — siniy ) cosm(i?-a)rfiy. 
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Man mag die Formel (55) oder (55, a) benuteen, so ist klar, 
dass die C und ebenso die S in vier Klassen zerfallen. 
Die C zunächst werden ganze Functionen von fi und y für ein 
gerades m, aber gleich }//t4* — Ä'^ft'^v' mal einer ganzen Function 
von fjt und v wenn m ungerade ist. Berücksichtigt man, dass $« nur 
solche Potenzen von fi und v enthält welche n^m gleichartig sind^ und 
dass dieser Ausdruck um C zu geben nur mit geraden oder nur mit 
ungeraden Potenzen von ^jM*— 6*^6* — v*, nur mit geraden von 
|/c* — f4*y6* — v* zu multipliciren ist, so erhält man folgende ver- 
schiedene Formen von C, wenn G(p) eine ganze Function von fi 
und V vorstellt, in der alle Exponenten von fc und v mit p gleich- 
artig sind, nämlich: 

In jeder von diesen sind zwei Gattungen zu unterscheiden, je nach- 
dem n gerade oder ungerade ist. In ähnlicher Art hat man zu- 
nächst S^ = 0, allgemein 

S?^ = |/^"fe^ }/6* - V* fc^'^* yv*-c'G{n- 2m}, 
S>4-i = yc' — |U*|/v' — c«G(» — 2m— 1). 
Gehen wir zu besonderen Werthen von C und S über, 
und setzen zuerst iw = &, ferner auch l/fi* — c', y^* — c', |/v' —6* 
für i^c' — jt^*, i(/c* — v', und t]/6* — v', so wu'd für jt« = 6 



vergleicht man hiermit die obigen Formen, und bemerkt dass nun 
Cim+i = S2m = wird, ^o findet man 

Für fjL == c wird 

c±.-s = p(f ), 

daher 

Unter den bisher aufgeführten besonderen Werthen war kei- 
ner befindlich, auf den sich S2m reducirt, und der von verschie- 



dio w&re; iMg«b der^spltenn Anwandnnge« uiiteriiiolie nuta 
.1 ftlr ftssb, welches, wie man aus der Aufstellung der 

Fomeu fUr die C und S eraiehti endlich sein muss. Stellt f jene 
sweitkeilige^ in (55) zur m**" Potenz zu erhebende Grösse bei oberenii 
fi bei unterem Zeichen Tor, so wird für ^ s= 6 

Dta Wertb von f auf der rechten Seite findet man dsrcb Dif 
ferentiiren nach pi, fbr ein gerades m 

"" b^^^m* \ c / ' 

so dasa für ^ » 6 «u setzen ist 

natüiüch mit Ausnahme des Falles «i «s 0, fbr w'elchen auf der 
rechten wie auf «ler Knken Seite erhalten wird'. 

Macht man in den Ansdrttcken für C und S die Grdaae p 
gleich nnendlich, so erhält man andere einfache Werthe auf wridie 
sich diese reduciren. Nach Division von (55) durch P* entsteht 

(C±iS)v'^ «^ (£)V8mz±isinm;r), 

wenn man wie oben Yf'— 6* und }/v'— c* gleich i^b^—v* und 
i^c* — V* setzt, und für ^ einen Hülfswinkel ^ durch die Formeln 

cos y = , , sm y = V '^ 

einführt. Man hat. also die beiden Gleichungen für y » oo 

^ Lj/6«eps*;r+c'w»'z ■'"' *-/**cos*;f:hc«sin»« ^^ 

"" (/6'cos'z+c«»in*;p)" 
Anmirk. Zor ParateUung Ton C und 5 durch da« Integral 
(5^ o) ^ui^e die Formel für P benutzt; weldie die n*« Potenz im 
ZkUer tti^hält; es wird, nur der ^emedcnog und nicht einea weite* 

Haine, HaDdbttch d. Kug«lAiDetionen. \^ 
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r«ii BeweiMs bedtlrfen, das« «in ähnlicfaer Ausdroek sieb dürdi 
YertauBchung von n im Exponenten mit — (n+1) ergeben bälte. 

§. 79. Im §.71 wurde hervorgehoben^ dass die allgemeinste 
Form eines Integrals der partiellen Differentialgleiehnng (48), 
welches eine ganze Function von cosl?^ etc. ist; dnrch den Ansdrnck 

{a) ... T(c«c:+*«s:), 

welcher also 2n+l willkOrliche Constanteft e und A: enthält, dar- 
gestellt sei; es wird daher die allgemeinste Form eines Integrals 
von (54), welches eine ganse Function der drei Prodacte fiVf 
^li*—b*yb^—v% ^c^ — fi^fc^-^v^ sein sqII, gleichfalls durch (a) 
gegeben. Der Kern der L am ^' sehen Untersuchungen liegt nim 
darin; dass er zeigt; es lasse sich (54) auch durch (3«+l) Producte 
von der Form JE(^)£(v) integrireu; d. h. durch Producte von zwei 
Functionen; von denen die eine nur fi^ die anddre xuir v enthält, 
und zwar hängt die eine E(ft) auf dieselbe Art von ft wie die 
andere £(1^) von p ab; die Function E(fi) ist ganz in Bezug suf 
jM> y^'— 6*, ]/^*-r.c', wodurch die ähnliche Eigenschaft von E(v) 
in BeaHig auf v, etc. von selbst mitgethdlt ist. Wir bezetchnen 
die Ausdrücke £ als Lam^'sohe Functionen. Multiplicirt man 
jedes dieser Producte mit einer willkürlichen Constanteu und. ad* 
dirt, so hat man eine ganse Function von ß, }^^' — 6*, ^^c^ — fi*, 
V, yfc*— v*, ^c^^-v*, mit 2»+l Constanteu ; die gleichbedeutend 
mit der ursprünglichen Lösung sein wird. 

Man hat also nat-lizuweisen, dass solche Producte in der er- 
forderlichen Anzähl existiren, ausserdem aber: 

a) Dass die Producte E{ia)E(v) dämmtlieh verschiedene Lö- 
sungen geben ; d. h. solche; zwischen dendn keine lineare Bezie-' 
huQg der Art besteht; dass die Summe der Glieder ^£{jCii)£(y); 
(wo die A irgend welche Constante bezeichnen; die Dicht alle 
sind; und wenn über alle E summirt wird) nicht identisch ver- 
schwinden kann. Dies ist erforderlich; damit man wirklich eine 
Functioik mit 2ii+l willkürlichen Constanteu zusammensetzen kann. 

ß) Dass die allgemeinste Form einer Fnnctito; welche der Dif 
fereiiftialgleiehung (54) genügt; und ganz in Beisni; -auf die tlrei Pro* 
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d«et0 f»»t «16.. \%i^ iBit. der aUgemeioBten Form meiner aolchen über* 
eiiwtwftmt welebe diNr Differentialgleichuiig genügt^ uod ganz in 
B^«og- auf die »ecb» Grdaaen ^, )^ |^^Vfr*, etc. ist. piesea lässt 
sidi aebon an der gegenwärtigen Stelle zeigen; geht man nämlick 
auf (48) anrUd^i go enthält daa allgemeinste Integral; welches eine 
endliche Function darstellt ausser den mit C und S bezeichneten 
Grösaen noch lineare Verbindungen 

J? (c«co8inv^+*a,«niiii^)Fi(co8e) 

und ähnliche, in denen Q statt P auftritt. Sollen diese, in fc und v 
umgesetzt, bei gehöriger Wahl der c und h, ganze Functionen 
von den sechs Grössen fc, v, etc. liefei-n, so müssen sie auch filr 
einen besondern Werth von /ti, z. B. (a = c, ganze Functionen von 
», y^*— v', ]/c*— y* werden. Dieser besondere Werth entspricht 

aber (p. 205) den Ausdrücken cosö = -jt-, V' == ^; ^® ^*^* 

bei gehörig gewählten c und *, ganz nach v, |^6* — v*, yc* — v* 
wäre. Nun wird aber jede lineare Combination dßr.jPf-jr) für 
V = 6 unendlich; da Q^{x) für a;=s 1 in's Unendliche wächst, und 

m 

zwar 0JJ etwa wie ein Logarithmus, Q^ wie {x^ — 1) ^, was man 
sogleich aus den Beihen Ol erkennt. Da die Qm auf Verschie- 
dene Art in's Unendliche wachsen, ubd die P fiir a? = l verschwin- 
den, so müssen alle k Null sein. Aber auch die P deren unterer 
Index m grösser als der obere n ist müssen fehlen, da wenn m>n^ 
die P flir ein gewisses Argument, und zwar gleichfalls wie ver- 
schiedene Potenzen derselben Wurzelgrösse (cf. p. 126 die Be- 
merknng zu Gleichung (36,6)) unendlich werden. Es kann daher 
eine ganze Function der sechs Grössen /», r, etc., die unserer Dif- 
ferentialgleichoi^g genügt, nur linear aus den ganzen Functionen C 
und S der drei Producte fiv, etc. zusammengesetzt sein. 

Die Einftthruttg deor oben . erwähnten Producte E(/ji)E{v) ver- 
dankt man Lam^; die andere Form der Lösung unserer Diffe- 
rentialgleichung (54) vermittelst der (2n+l) durch (55) oder (55; a). 
g«gebmie& Functionen C «nd S hat der Verf. zuenit mitge- 

14» 
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tfaeilt^ und mit Hülfe derselben die AutgAe am der Wirmetfieorie, 
welche Lam^ im vierten Bande des Lioayille'schen Jemmals 
löste, anfs neue behandelt Der Verf. zeigte am obigen Orte ohne 
Benntznng der transfortnirten Differentialgleiehnng (54), anf die 
hier angegebene Art, dass das Integral (66, a) eme partieoläre 
Lösung dieser Differentialgleichung sein mttsse. Jacobi ^ hak 
später mit Hülfe der Additionsformel für die elliptisohen Fimctio- 
nen dnrch directes Einsetzen des Ausdrucks (65, a) in dieOleichnng die 
genannte Eigenschaft des Integrals einfach verificirt, während der 
Verf. die nachträgliche Verification nur durch eine äusserst lästige 
und daher zur Veröffentlichung nicht geeignete Bechnung auszu- 
führen im Stande war. 

In den nächst folgenden Paragraphen werden zunächst di^ er- 
wähnten Functionen E aufzusuchen, femer Httifsmittel, um deu 
Punkt (o) zu erledigen, anzugeben sein, und endlich wird auch 
der Beweis der Behauptung in (o) geführt. 

§. 80. Soll (64) eine particuläre Lösung f von der Form 
E(ji)E(v) besitzen, so rauss man offenbar die Gleichung haben 

£('')(^^|^ + »(«+l)f»*«(A»)) = -£(^)(^^-«(«+l)»''£W)- 

Da auf der linken Seite E(v) mit einer Function von fi allein — 
sie sei F(j4) — multipUcirt ist, so hat man die Gleichung 

worin die Bedeutung von ^{v) ohne weiteres^ klar ist; es kann 
also F(ji):E(ji) kein fi enthalten, oder es ist eine Constante, die- 
selbe wie 0(y) : £(y). Nennt man diese {y+c*)B, indem es wegen 
des Folgenden besser ist, sie nicht durch einen einfadien Boeb- 
staben B zu bezeichnen, so müssen die Functionen E so beschaffen 
sein, dass sie die gewöhnlichen Differentialgleichungen 

^!^+[„(„+l)^«_(6«+c*)Ä]Ä0») « 0, 
(56) . . . \ °* 



*) Grelle, Jornnal f. Kath. Bd. XXIX: Beitrag sur Theorie der Ansiehnsg 
md der Wärme. 

^) Grelle, Jounud t ICfldi. M.XLII1 Aassag eiaes Seioeibsns das FweL 
0. G. J. Jaeobi an den Vei&sser. 
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erf&Qon. Setst man ftür i und C ihre Werthe eio; so verwandelt 
•ich die erete in 

+ [(6«+OB-n(ii+l)f**]£(fi) = 0, 

während die Differentialgleiclrang für E(v) aus der toretehenden 
durch blosse Vertauschung von fi mit p entsteht. 

Dass E der Differentialgleichung (56, a) oder (56) genügt, war 
erforderlich, damit f= E{fi)B{v) die Gleichung (54) erftllt; 
es ist aber auch hinreichend. Multiplicirt man nämlich die erstö 
Gleichung in (56) mit E(v) die zweite mit E(ii), macht E(ji)E(y)^f 
und addirty so entsteht genau (54)^ 

Da (56; a) ftlr jede Annahme von B Werthe fbr E giebt , so 
kann man unendlich viele Zerlegungen von f in solche Producte 
E(ja)E{p) vornehmen; die Zahl der Zerlegungen wird aber 
endlich, und genau gleich (2114-1)9 indem genau Air 2fi+l 
verschiedene Werthe von B eine Lösung von (56) (eine Diffe* 
rentialgleichung zweiter Ordnung hat zwei verschiedene particuläre 
Li^ungen) eine ganze Function, von ^, )^f«* — 6*, y^* — c', resp. 
von ¥, etc. giebt, und wir nur solche Zerlegungen suchen« 

§. 81. Wenn wirklich Functionen E der Art wie es §. 79 an- 
g^eben war, existiren, so sind sie offenbar so beschaffen, dass 
jedes Product sich linear aus den C und S zusammensetzen lässt 
und umgekehrt, dass C und S sich linear aus ihnen zusammen- 
setzen lassen. Man kann, von diesen Betrachtungen ausgehend, 
untersucben, ob auch die B in Terschiedene Klassen zerfallen,* die 
der Klasseneintheilung auf p. 208 entsprechen, so dass eine Klasse 
die nach f$ ganzen C, eine zweite die y/i^-^b* als Fiustor enthal- 
teiiden C, eine dritte und vierte die verschiedenen S hervorbringt. 
Es wird sieh apftter, im §. 83, sehr leicht ergeben, daas der Grad 
▼on EQi) in Bezug auf ^, }ffi^-^b*^ yc^^fi*, gleich n sein mnss> 
so wie andb dass jedes nnr gerade oder nur ungerade Potenzen von 
fn eathtii; um sogleidi eine fbr späterere Betrachtungen geeig^efte 
Bezeichnung einzuftlhren, versuche man (Sn+l) Functionen E zu 
bestimnien, dia m Klaaeen K, L, M, N «erfailen, welche die Form 



(57)... 
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Iiafoenr 

K(ß) = 9 ,f^'+9i ft-*+jr,f*-*+etc. ; (»-f 1)5 

If(fi) = yf»*-c'0,/*-*+j,^— »+etc.); (n-ff); 

iVO») » y^«-ft'y^i^CV(ft,#.-»+«;.^-«+etc.); (tf)i 

Lassen sich wirklich dieselben in gehöriger Anzahl bestimmen^ so 
erhält man auf angegebene Art; nämlich durch dne Summe von 
2«+l Prodttcten aE(fi)E{v)j in welcher die a Constante bezeich- 
nen, eine Lösung, welche ebenso allgemein ist, wie (a) im §* 79. 
Die Grössen J?, welche diese Lösungen verschaffen^ werden wir, 
je nachdem sie ein K oder L etc, hervorbringeo durch Ä, 8^ 3H 
und 9t unterscheiden. 

Es, sind den Formeln für K, etc., in welchen die g offenbar nu- 
merische Constante bezeichnen sollen, in Parenthese Zeichen (r+1, etc. 
beigefügt; die Bedeutung dieser Zeichen zu erklären, znaehen wir 
darauf aufmerksam, dass offenbar die jf, Ly etc. resp* nur die C2m 
Gzm+i; S2mfif Szn erzeugen können^ indem z. B. Czm eine ganze 
Function von /» und v ist, also sicher keine Producte L(fi)L(y), etc. 
in linearen Verbindungen enthalten kann. Es ist nun jedesmal 
angegeben, bei den IT wie viele C?«,, bei den L wie viele Cim+i, etc. 
existiren, wie viele Functionen resp. K oder Ly etc. man also zu 
erwarten hat, und nachher wirklich findet. Zur Abkürzung wurde 

a == -5- oder = ""K*^ gesetzt, je nachdem n gßrade oder ungerade ist 

§. 82. Die Gleichung (56, a), die zu betrachten ist, gehört 
nicht zu der einfachen Art, welche bisher durch Reihta iiitegfirt 
wurde ) sondern zu der Klasse, welche Euler am Bchllisse ^tt^ 
VIII. Kapitels im zweiten Bande der Integral •^Reohnttng Beetiö I, 
no.992 einführt, in 4enen jedes Oü^d der für ^as Integra ^9- 
fruchten Reihe dmrch zwei Torhergehende bestimrat wml. In' sol- 
chen Fällen gewinnt man m der Begd niebt leieht ein fiberttcbl' 
liebes Gesetz, nach dem die Beihe «u ordnen ist, und Ealer hat 
deshalb im IX^ Kt^itol Miüet zu^ !]Eraiii^oraiatbn aolober Biffe- 
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renlialgleidiiii^n gdgeben, die in ziemlich aUgemeinm FlÜkn: au«- 
reidien, um sie in eine andere zu yerwandeln, die dordi einfachere 
Reihen integrabel iat. Alle diese Mittel führen bei der vorliegen^ 
den Gleidiong, so lange b und c allgemein bleiben, nicht zum 
Ziele; ist fr seb 0, so verwandelt sie sich in 

^V-O^+^(2/»*-c')-^+[c'B-«(«+l)^*]JB = 0. 

Würde man hier £ = 0, 1', 2*, ... n* machen, und /4 =s cf setzen, 
so würde sie in (39,6) übergehen, also durch die (n+1) Functio- 

^j integrirt werden, d. h. für ein gerades n durch 

a+l Functionen P^, jP,, P^, etc. mit dem angegebenen Argument, 
die aämmtlich Ton der Form K sind, und durch n^a Functionen 
Pj, P3, etc. von der Form M, Ist n ungerade, so sind die <f+1 
Ausdrücke P,, P,, ctc, von der Form K, die n-^ü übrigen P,, P,, etc. 
aber Jf. Macht man 6» c, und fisa ex, bo heisst die Gleichung 

stimmt also für 

2B — n(n+l), «(n+1)— 1*, «(n + 1) — 2», etc. 

mit (39) ttberein, wird daher «4-I Integrale Pt\^J oder was 

dasselbe ist fZij^J enthalten, die für m = 0, 2, etc. von der Klasse 

K oder N (denn iii*—h^ V^f**— «* wird /*•— 6*), »n d«p Zahla+1, 
für »»=1,3, etc. genau n — a von der Elaaae L oder M sind. 

§. 83. Gehen wir auf den allgemeinen Fall s^rüek, geb^i 
also 6 und c nicht besondere Werthe, so sind zunächst nach Lamö's 
Art die ganzen Functionen von ^ auÜEUSuchen, welche bei passend 
gewähltem By welches dann St heisst, (56, a) integriren. Würde man 

JE =5 ö/te« + öj f*«-^ + a, f*«-* + etc. 
setzen, wo a eine ganze Zahl bezeichnen muss, und die Beihe nur 
nicht negative Potenzen von fi enthält, so würde nach der Sub- 
stkution von £ in die linke Seite von (56, a) das Glied, welches die 
hdchste Potenz von fc entiiält 

a(«(a+l)-.n(n+l))^*+* 
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Min ; damit es ▼enohwmde ist • 10 » « zu machen; so dass 
-wie §.81^8« 213 behauptet wurde, E eine Function rom ii^**Qrade 
wird. Femer übersieht man sogleich dass ebe lineare OJeichmig 
awischen a und a, ,' dann zwischen a,a^, a^^ zwischen >a| ^ a^^ a^f etc. 
entsteht; dass man also ein Integral erbillt; wenn man auch^Ai » 
a, s a^ etc. = macht. Wir setzen daher um Weitläufigkeiten zu 
vermeiden; sogleich für E eine Beihe der Form K aus (57); also 
ftr E(/ji) 

ein*); die mit fi° oder fi^ schliesst; je nachdem n gerade oder un- 
gerade ist; ausserdem machen wir zur Abkürzung 

Würde man nur fi'' für £ in die Differentialgleichung substitniren, 
so würde man 

(f — n)(r+n+l)^''+Hp(ft — r»>'+gr(r— l)f4''-2 
erhalten; multiplicirt man diesen Ausdruck mit dem Factor ^^r von 

fA^ in K, und summirt über alle r, setzt darauf alles was in dieselbe 
Potenz von /te multiplicirt ist gleich Null; so entsteht dadurch dass 
der Factor von ^»+2—2«» verschwinden muss 

2ot(2ii+1— 2m)fli« = 

Macht man der Beihe nach iit = 1; 2; etc.; a+l^ und bemerkt, dass 
g^%, ^0+1; ga-\-2, etc. nicht existiren also = zu setzen sind; so 
entstehen die Gleichungen 

.2(2ii-l)^t=*p(ft-n»)jo 

e(2n^6)g,^pia^(n^4.y)g,+q{n--2)(n^^)g, 

S(2n^Vg,^p(9'-{n^sngn+q(n-^){n'-l^)gt 
vvC. e«c. OmC« 

2<7(2n+l-2a)(/a =p(Ä-(«+2-2(T)«)j0^i 

+q(n+S^2a)(n+4f--2a)ga^2 
^ piSi-(n^2o)*)g^ + q{n+l-2a){n+2^2a)g^^x' 

*) Die Integrationen der* Differentialgleiobangen in diesem und den ulsbitea 
Bwei Paragraphen sind in Lam^^s Legons sor les fonotioas inTeraea etc. 1. 195-*-197 
Yollständiger als an der Stelle, an welcher sie zuerst auftreten (Liouville J. d. 
H. Bd. lY) ausgeführt. 
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Ans d6t Gt^^Me g^, die der Katnr der ^die nach wifficürlieh 
bleibt^ und St bestimmt man ^^ vermittekt der ersten Gleiebnng, 
ans der zweiten g^, etc.; aas der <f*^" endlich ga] es wird g^ 
eine ganee Function ersten Grades von tt, also g^ vom zweiten, 
etc., ga vom ir**** Grade. Die Bedingung für die Ä, dass die 
Beihe f&r JT nicht negative Potenzen von (a enthalte, wird durch 
die cr+l** Gleichung zwischen ga und g^^^ ausgedrückt; berück* 
sichtigt man den Grad von ga und g^_^ nach ft, so ist dieselbe 
offenbar vom cr+l**" Grade. Man hat also diese Gleichung zu- 
nächst auf dem angegebenen Wege zu bilden ; man wird später sehen, 
dass sie genau so viele verschiedene Wurzeln ft*, ft*, St\ . • • ft' 
hat, als ihr Grad a-\-l anzeigt. Indem man in die gefundenen 
Ausdrücke für die g die verschiedenen St substituirt, erhält man 
6+1 Functionen K, die man durch^Indices unterscheiden kann, 
and zwar mag für Jl » St^'\ g^ vollständig 9^^ und K voUständ^ K^'^ 
genannt werden *), so dass 

wird; ^er Symmetrie halber erhält auch die willkürliche Constante 
S^ den oberen Index $. Es haben sich also Functionen K in der 
erforderlichen Anzahl ergeben, vorausgesetst dass die War«- 
sein ft sämmtlicb verschieden sind. (Der Punkt («) des 
§.,79 ist dann allerdings noch nicht erledigt; es handelt sieh hier 
nur am die Anzahl der erhaltenen K ohne Rücksicht darauf, ob 
es noch ml^glich ist, sie durch lineare Gleichungen ztt verbtndeil.) 
Um diesen Nachweis zu führen bemerke man, daas dieGlei^ 
chung für it von der Form 

«^+*+aft*'+/Jft*'-*+ etc. « 
ist, wo die a, ft, etc. ganze Functionen von q bezeichnen, rationale 
nach p; die Art, wie diese Gleichung gebild^ wurde, seigt dies 
8<^leich. Stellt man sich die An%abe, sttmmiliche ganze Functio- 
nen welche (S6, a) integriren, wenn bsc, aufensndien, so kann 
<Ues vermittelst der bequemeren Methoden des ersten TlieQes ge- 



*) Es ist Yarlflnfig liberflüfftBig, den Buc1iBtab«n fi als Index «nsahSngen, da 
immer ran Fanotionen mit demselben n die Bede ist. Weehselt ff, so wird n 
als lut^Brer Index beigefligt. i 
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^ch^beii; wir wi&aeii darck diese, daa» die BämmtlicI^ii Fttiicti<««n 

i*2mf-?-) sind. Man miiss also dasselbe Besnltat durch die Inte- 

grationa- Methode dieses Paragraphen erhalten. Dadurch entsteht 
^ber gepau dasselbe System von Gleichungen wie oben^ nur dass 
f und 9 die besonderqp Werthe 26'^ 6^ erhalten. Man findet also 
2MV Bestimmung der jt genau dieselbe Gleichung die wir so ^bei^ 
erhielten } nur muss in a, ß ete. für p und q der besondere Werth 
gesetzt werden. Jedes Ä; welches der Gleichung genügt, leistet 
das Erforderliche. Setzt man 6 = c so können dadurch verschie* 
d«ne Wurzeln zwar gleich, aber nicht gleiche verschieden werden; 

in diesem Falle sind aber (§. 82) die Wnrzeln "^"+^\ "^"+^^~^* , 

r , etc., verschieden und a + 1 an der Zahl. 

Hiermit ist allerdings der Beweis von der Verschiedenheit der 
Wurzeln noch nicht vollständig geführt, sondern nur gezeigt^ dass 
nicht zwei von ihnen gleich sein können, so lange b und c allge« 
mein l>kiben, und dies mag vorläufig genügen. Für gewisse 
Werthe tob A und e werden wirklich Wurzeln gleich, (m. 
^ergl. aueh die Beispiele am Schhisse des Paragraphen) aber diese 
Werthe von h und c sind imaginär und kommen bei uns deiE^balb 
nicht vor. Im folgenden Kapitel wird sich eine andere Form d^ 
Gleichung für die fi ergeben, aus der man durch algebratsehe Mittel 
ohne HiQ^ziehung der Integral -Bechnung beweist dass die Wui^ 
zeln dir alle reellen b und t särathtlich verschieden und reell sind. 
Letzteres, die Bealität der Werthe, ist schon von Lam^ nftobge- 
wiesen, und zwar durch das Verfahren, welches im §. 86 mitge- 
theilt wird, während die Verschiedenheit der Wurzdn sich efst 
bei Lioiiville *) «rwahnt findet, der Folgendes darüber sagt: 
M. Lam< a prouvä qne ces racines sont toutes r^eHes; il s'est 
tervi pour eda d'iAt^grales d^finies: ajoutons qu'en employant con- 
▼enaUement le ih^or^me ou pintdt la m^thode de M. Sturm, es 



/*> LioaTilUi Joura«! de MaUif T.JSII: Lettre« anr div«r»6ft queatlons <l*ana- 
IjM «t de pbyeiq^<a math^maüque ooncernant ralHpsoKde i «dxes»^ i M. F* B. 
Blanchet* Premiere lettre, p. 321. 
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anrait pu d^montrer d'i»6 mmiere plus simple encore qoe las ra* 
eines de chaque ^quation en B sont reelles et inegales entre elles« 
An dieser Stelle zoges wir v^r, nicht auf dem hier angedeuteten 
sondern auf obigem Wege die Verschiedenheit der Wurzeln nach- 
zuweisen; später (§.86) wird nach Lam^ ihre ROallfSt gezeigt. Atif 
die eben erwähnte zweite Foltn der Gleichung Air die ff, in derp 
und q nicht selbst vorkommen, soll im §.9& die Stürmische Me- 
thode zum einfachen Bewebd der gentonten Eigenschaften ange- 
wandt werden. 

Dass ferner die K selbst verschieden^ und dass nicht zwei von 
ihnen identisch werden, die zu verschiedenen ft gehören, erkennt 
man schon an g^ ; man hat nämlich 

g^ ^2{2»-l)' 

einen Ausdruck also, der bei jeder Aanderung von A seinen Werth 
selbst todert. 

Im folgenden Kapitel wird die Gleichung der St mit den b<ei 
orthogonalen Substitutionen entstehenden Gleichungen in Verbin- 
dung gebracht. 

Beispiele: Für n &= wird es nur ein £* geben, und zwar 
^^ 9of gleidb einer Gonstanten; für n = 1 wird K^^g^/A. Für 
a =s 2: abo a s= 1 muss K von der Form sein: 

und unsere Gleigbungen geben in die beiden 

= pÄft+1.2Wo 
über. Dies giebt Air tl 

■ 

also zwei WerAe 



«■=2(1+/!-^), 



^Vod. enAqmchend 
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r = ,. (^•+Ö!^), 



Für n ae 3 wird tf *= 1, femer 

lOff, =p(Ä--9)fc 

= p(«_l)jf,+6gfl„ 
daher 

= p»(ft— l)(ft— 9)+605r. 
Fttr 11 — 4 oder = 2 ist 

J^ = 9,f**+9tl**+Slt, 
U9t =p(ft-16)^,, 



— 16 
9t ^P9» — jj — . 

„ ^ P*(a-4)(jr-i6)+i68g 

* 280 * 

p*«C«— 4)(«-16)+168gft+40}(«— 16) » 0. 

Für 6 SS ^ d. h. p =s: 26', 9 = 6* yerwandelt sich die letzte Fpnnel 
in «•—2aÄ*+116«— 160=sO, hat demnach die Wurzeln 10, 8, 2, 
wie es nach den obigen Bemerkungen sein muss. 

Wird z. B. im Falle n^2 ftr b und e ein solcher besonderer 
Werth gesetzt, dass B^^s^p^ so hat die Gleichung zwei gleiche 
Wurzeln ä*äÄ*=52. Die Bedingung sagt, dass dann ft^+c*-— 6 Vs«0, 

d. h. rn — i = sein muss, so dass b und c in diesem Falle nicht 
b +c\ 

beide reell sind. M. vergl. p. 218. 

§. 84, Nachdem Über die K gehandelt worden ist besteht 
nun die zweite Aufgabe in dem Aufsuchen von (n^a) Functio- 
nen L; mit Bttcksicht auf die Form derselben in (57) mache man 
i SS z^^*— t«^ wo 9 eine ganze Function (n— 1)**^ Otmimiifim ft 



werdm mtm, und stdle dnrdi SimetBen in (56,«) die Gleiohii«g 
fbr % her. Diese wird 

(^•-6«)(f«'-c*)0+fi(V-p-2c«)^ 

+(p8-c*-{«-l)(«+2)f»*)» = 0; 

wie im Torigen Paragraphen behandelt giebt sie 

2»(2«— 2«i+l)y, = (p(8— (fi+l-2«)»)-c*(2»i+3-4»))j,_i 

4-}(n+2 — 2m)(«+8 — 2») j,_2, 
algo 

2(2n-l)sf, = (p(8-(«-l)*)-(2fi-l)c«)y., 
4(2fi-3),. = 0»(8-(«-3)*)-(2«-3)c«)y,+g(«-l)(«-2)9„ 

etc. etc. 

+ j(2a+4 — «)(2a+6 — ii)su-a^, 

Benutzt man diese Gleichungen wie die entsprechenden des yorigen 
Paragraphen, so findet maii alle n^a Grössen g durch 8; und 
Bchliesslich 8 durch eine Gleichung vom Grade n — c, Dass diese 
verschiedene Wurzeln, welche mit 8*, 8*, etc. 8*^*^ bezeichnet wer- 
den, haben muss, dass also n — a verschiedene 8 entstehen, sieht 
man ein, indem man wieder auf den besonderen Fall ftssc zurück- 
geht; da in diesem die Differentialgleichung der E in die der 

'*v'^y übergeht, so stimmt die so eben integrirte der s mit der 
tberein, welcher die Grössen 



YpTp:^'(0 



genügen. Würde man diese Differentialgleichui^, wdohe nmr und 
imn^er fUr die n— a ungeraden Werthe ifis= l, 3, etc. ganze Functio- 
nen von fi liefert, nach der allgemeinen Methode behandelt haben, 
so hätte ^r entsprechende specieHe Fall der Gleichung für die ^ 
entstehen müssen; diese giebt als doppelte Werthe der Wurzeln 8' 
28=sii(«+l)~l, «(ii+l)--3*, »(ii+l)— 5% etc/ 
Mim wird dme weiteres die ebeo »gestattlen Betimdifuiigeo. 



auf clie M ttberttugen, wenii mmn Übtttill b mit cj 8 iift4 L Biil VI' 
und Jlf vertauscht. 

Beispiele: Für » s= existirt weder L noch Jt 

Für « = l ist L = i|f, y^?=T% * = ^, /;i^r^. 

Für « = 2 ist L^g^ß^(i*--b\ * = tfp^ V^' — c«. 
Für « s= 3, also ir s= 1 wird 

jif=y?j:r;;^(j./t»+j,.), 

wenn (^^ und ^| in der oberen Beihe andere Constante als in der 
unteren bezeicbnen. Um die oberen zu bestimmen.^ benutzt man 
unser System von Gleichungen und findet 

(p8-c»)(j»(8-4)-5c«)+20^ = 0; 
fax die g der unteren Gleichung und die 3R daher 

10ir, = (p(9Ä-4)-56«)s„ 
(p 2W - 6*) (p (9» - 4) - 56») + 20? = 0. 
Für » s= 4 oder ff = 2 wird 

i4». = (p(2-9)-7c*)y., 

(p(8 — l)-3c*)(p(8 — 9) — 7c*)+84g = 0. 

Für 6 = c gebt ^ese Gleichung in 

8«_158+ii»-0 
über, hat also, wie es sein muss, die Wurzeln -y- und v* 

§. 85. Es blcabt noch der vierte Fall zu behandeln, d. h. 
man muss die N aufsuchen, welche in (56, a) entbaltea sind.; «u 
diesem Zwecke setze man in die Gleichung für E oder N 

iiad hat datui iKe gaoazs^ Fuoelioa % aufsusucb^n, welche . 

istaip'irt Wenn spüter wieder A ^ c gesetzt wird, ^o f eheo^ jdla 
Itttegrale der Gleichung für £,, welche Functionen von dem Cha-« 
rakter N liefern, in ganze Functionen von /« also in Ausdrücke 

K\t) But geradem m ttber; ia4em ima 4i08is ^ {fk^-^b^% setzt, 
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und alle ganzen Functionen s von (i sucht; welche der dann ent^ 
stehenden Differentialgleichung genügen^ wird man die « nicht er- 
halten ; wenn man diese P^ sämmtlich durch fi* — b^ theilt; indem 
Pq durch diese Grösse getheilt^ keine gimzb Function giebt: man 
wird alle Integrale der vorstehenden Gleichung; unter der Voraus« 
Bttssüüg b^e, fürs finden; die nach fi gane sind, wenn man alle 

p: 

für m = 2, 4, etc. nimmt. Die Wurzeln % werden sich also für 

is c in 

28l = n(ii+l)-2», »(«+!) — 4', etc. 

verwandeln loUssen. 

Die Integration der Gleichu&g wenn b und c allgeoMm bUi- 
ben, giebt 

3«(2fi+l-2m)ju = p(3l— l-(«--2«.)(i»-2«tt+2))#,-. 

+«(»+ 1 — 2»)(»+2 ~2»)flw-2, 
also das System 

2(2n-l)sr. =p(9i-l-n(«-2))ff., 

4 (2« - 3)0-, = p(5W -1 - (n - 2) (n-4))tf, +q(n-a){n-3)g„ 

6(2n-5)ft = p(5«-i_(n_4)(n-6))^,+j(«-4)(»-5)^„ 

1 

etc. etc. etc. 

(2ff-2)(2«+3-2ff)^^_^ = p (5ft - 1 - (n - 2ff + 2) (» - 2<r + 4)) j,_, 

+g(n+4-2(r)(«+3-2(r)fl(^3, 
= p(SR-l-(n-2ff)(n-2ff+2))j^, 
+^((«+2 -2ff)(«+l-2a)y,^,. 
Diesen Gleichungen ist nach den früheren Erörterungen nichts 
weiter hinzuzufügen, als die 

Beispiele. Fttr » = und n= 1 existirt kein N. 

Für « = 2 ist ___ 

N=^go'^P'-b'y/i*-c\ 
Für n = 3 wird 

Für » sfe: 4 endlich hat man a » 2; ateo 

14^.= PC«-»)«;., 
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Für b SS c entstellt 

and giebt die Wurzeln 2, 8. 

§. 86. EU ist jetzt bewiesen, dasa die (2ii-fl) Functionen £> 
80 eingetbmit wie (57) es angiebt, wirklich existiren, und §. 83—85 
enthalten die Methoden dureh welche man dieselben nach Auf* 
lösung einer Gleichung wirklich auffindet. Man sah; dass die £ 
im gewöhnlichen Sinne verschieden sind, dass nämlich zwei weder 
identisch sein noch sich nur durch einen constanten Factor unter- 
scheiden können. Sollen dieselben aber zu den im §. 79 ang^e- 
benen Zwecken dienen, so darf auch (cf. daselbst a) keine lineare 
Verbindung von Producten I!aE{fi)E(v) für alle fi und i^ ver- 
schwinden, wenn sich die Summation auf die verschiedenen E und 
willkürlich gegebene Constante a, die von einem Produete zum 
andern wechseln können bezieht Man bemerke, dass nur'2fi-f-l 
Producta in der Summe vorkommen ; es war nämlich jedes Product 
£(jM)£(y) so zu verstehen, dass E(y) genau dieselbe Function ist, 
wie EQi), dass also nur Glieder wie 

aK'Xii}K\v), aV{jA)L\v\ etc. 

nicht aber 

aK'{ii)K\vl aK\ti)V(y\ aK'{p)Ü(y\ etc. 

vorkommen, In welchen s sich von t> unterscheidet. 

Soll eine Summe wie 2nE{fi)E{v) verschwinden, so 
dividire man durch n^ und setze yss oo; da v-*E{y) sich dadurch 
in g^ verwandelt, also die Summe die Form 2ag^E(fi) oder JSaE{fi) 
erhält, so muss SaE{(i) für alle fe gleichfalls verschwin- 
den. Dieser Ausdruck zerf&llt zunächst in die Summe zweier 
Theile V+ Vf/i* — c*, wo U und V ganze Functionen von /i und 
y^*— 6' sind; er kann nicht verschwinden, wenn nicht U und V 
für sich verschwinden, weil sonst ^li^ — c^ eine rationale Function 
von fi und "^fi^ — b* wäre. U und V haben wiederum die Form 
O+Hyfi^—b*, wenn G und H ganze Functionen von f^ beaeioh- 
aen; sie können folglich nur dann verschwinden, wenn OsnH^O. 
Fasst man dies zusammen, so folgt, dass die vier Theile 
aus de&en SaEi/ä) besteht, und welche die Form haben 
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SaK'ifi), 2 aL'ifi), 2 a'M'i/*), 2 a'N'(fi), 

,«=saO AC:1 fi^l 4^1 

für sich verschwinden müssen^ wenn £aE{(i) = sein soll. 
Es wird nun nach Lam^ durch eine Methode, welche der Art 
entspricht^ auf weici.e bei früheren Grelegenheiten die Coefficienten 
in gewissen Bntwickelungen bestimmt wurden , gezeigt i dass diese 
Ausdrücke nicht verschwinden können^ ohne dass alle a gleich sind. 
Um alle vier Fälle gemeinsam zu behandeln, beziehen wir die 
Untersuchungen auf den Buchstaben £ und werden an dieser Stelle 
unter £* und £" gleichartige £ verstehen, d. h. solche, die beide 
zugleich zu den K, oder zugleich zu den L, etc. gehören. 

Man multiplicire die erste Gleichung (56) p. 112, die man auf 
fT* beziehe, mit £^, ferner mit 

and integrire nach fi von b bis c, oder was dasselbe ist nach e 
TOD bis w (cf. p. 206, b). Dann wird 

(o) ... {b*+c*)B'y Ve" de -n(n+l)/'''ft*E'El"dt 



nach zweimaliger Integration durch Theile verwandelt sich die 
rechte Seite in die Summe des Integrals 



und von 



L de de J^) 



Das letzte Gli^d ist aber = 0, wie man einsieht, wenn man an- 
Statt nach e nach fi differentiirt und dafUr mit ^^^-^b^^c^— (i^ 
multiplicirt; denn 

dfi dfiA 

wird gleich 6{fi), wo G(ji) eine ganze Function von fjt bezeichnet, 
zunächst wenn die £ zur Klasse K gehören; es wird aber ^noch 
dieselbe Form behalten, wenn E s^ L, etc. wiar. Denn, drückt man 

Heine, Handbuch d. KugelfonctionMi. ■ ^5 
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immer durch # ganze, wenn «ach verschiedene Function^pi aus, 

80 ist 

dL' G 






iT = ^(i^^b^iii^-c^G, 



(TiV G 



es verschwindet daher die nach i differentürte, in den eckigen Pa- 
renthesen eingeschlossene Grösse und die linke Seite von (a) wird 
nur gleich 

ändert sich also nicht dttf ch Vertausehung von s mit e. Es folgt 
hieraus dass 

dass also ^Mlivtegral sielhst verschwindet; wenn $ und v verschie- 
den sind. War s uod v verschieden , so verschwindet daher das 
Integral; es verschwindet nicht, wie man sogleich sehen wird, wenn 
s s= o. War E' reell oder rein imaginär ; so ist das Integral des 
Quadrates, einer Grösse die ihr Zeichen nieht wechselt; 

sicher nicht 0; wir zeigen also tor noch; dass E nicht complex sein 
kann. Hierzu wird nachgewiesen dass die B sämmtlich reell sind; 
aus der Art; wie die Coefficiexiten g der K gebildet wurden, folgt 
danu; dass auch diese reell oder rein imaginär sein müssen. 

Sollte nämlich B* imaginär sein; so nehme man für B^ die 
conjugirte Wurzel; war£* = p+}t so wird £'' = p— jfi, es rnftsste 
also 

f''E!'E'<di ==/r(y«+?*)cfo 



gleich sein, was unmöglich ist. Man hat daher folgende Punkte 
bewiesen : 
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1) Stoimtliche B sind reell. 

2) / E'^E'dtj wenn E* und E'' gleichartige JE bezeichnen, 

verschwindet sobald s nicht gleich t) genommen war. 

3) Das Integral verschwindet nicht für « s «. 

Hieraus folgt nach der Methode des §. 15 unmittelbar der Satz: 
Ist eine Function f(ii) in eine Beihe von gleichartigen £ (mit 
denselben n) entwickribar 

/•(!*) = Sa'r(j,), 
Bo kann die Entwickelung nur auf eine Art ges42hehen, und die a 
sind bestimmt durch die Gleichung 

«y^ E^ (ii) E' ifi) dz =y 7(iti) E' M &, 



aus der sich jedes a finden lässt, da das Integral auf der Linken 
nicht verschwindet. Man zieht endlich hieraus den Zusatz, auf 
dessen Beweis es in diesem Paragraphen eben ankam: War f{fi) 
gleich Null, so müssen alle a Null sein. 

Als Erweiterung des Satzes kann man hiniufiigen, dass 
auch die Entwickelung von fifi) bestimmt iat, wenn f nur über- 
haupt nach £ (mit gleichen n) geordnet werden darf. Zerlegt man 
nämlich, wie am Anfange dieses Paragraphen f(fi) in vier Theile, 
so ist der eine Theil nach den K entwickelbar Mc. etc. 

i 

§. 87. Aus den ]bisher gefundenen Eigenschaften der E las- 
sen sich einige einfache Folgerungen ziehen, die im folgenden Ka- 
pitel wieder aufgenommen werden sollen. Es ist jetzt vollständig 
bewiesen, dass jed« lineare Verbindung der Coder S sich linear durch 
, die Pfoducte E(fi)E{v) darstellen lässt und umgekehrt; hieraus ist klar 
dass im besonderen Falle auch jedes C oder jedes S selbst eine lineare 
Verbindung von Producten E{(4)E{v), oder, bei der Umkehrung, dass 
jedes Product E(fi)E(v) eine lineare Verbindung von C und S giebt. 
Bezeichnet man durch g gerade Zahlen inclusive 0^ durch u un- 
gerade Zahlen, zwischen und n, so lässt sich diese Entwickelung 
noch näher bestimmen; erinnert man sich der Eintheilung aller 
demselben n angehörigen C und 8 in vier Classen (§. 78), so sieht 
man, dass z. B. Cg eine ganze Function von fi und v ist, während 

16* 
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Cu noch y/u*— 6'yv*— 6* al« Factor enthält, so dass in C^ nur E 
von der Klasse der K, in Cu von der Klasse der L auftreten kön- 
nen. Man erinnere sich femer, dass genau so vielQ^ Cu, Su, 8g 
existiren als resp. K, L, M, N. Beaseichnen die ß unbekannte Con- 
stante (in den verschiedenen Gleichungen verschiedene), d. h. von 
fA und V unabhängige Grössen, so hat man folgendes System von 
Gleichungen : 



i) 



Cu= S ß'„L'(fi)L\v)i(n-a); 

«=1 



Su= S ß'uM'{p)M\vy, (n-tf); 



»•ssa 

S,= 2 ß;N'(f4.)N'ivy, (a), 



in welchem die Ausdrücke in Parenthese (a+l), etc. anzeigen, 
wieviel Gleichungen man aus der hingeschriebenen erhält, wenn g 
und u alle möglichen Werthe ertheilt werden. Man muss aber 
auch umgekehrt erhalten: 

V (ji) L' (y) ^ ShüCu-, {n-ay 

U 
U 

Die Grössen {a+l)y etc. drücken hier dasselbe aus wie oben; zu 
gleicher Zeit sagen sie, über wie viele Werthe g oder u zu sum- 
miren ist, wenn man in der letzten Gleichung, bei der Summation 
nach g, den Werth g ^ ausschliesst, fttr den Sg = S^ von selbst 
verschwindet. 

Der Zusammenhang der Constanten k und ßf so wie diese 
Grössen selbst, sind im folgenden Kapitel näher bestimmt M« vergl. 
über diese Systeme des Verfassers, Arbeiten *). 



*)' Borcliardty Journal f. Math. Bd. LVI: Auszug eineB Schreibens über 
die Lam^* sehen Functionen» und: Einige Eigenschaften der Lam^* sehen 
Foiietioneni. 
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Mit Hülfe des zweiten Sjstemes kann man die E Reibst; im 
Gegensatze zu den Produeten E{fi)E{v)j nach den PZ entwickeln; 
hierzu zeigt man zunächst dass 

^ L M N 

weder für fi ^ b noch für fA ^ c verschwinden. Um dies zuerst 

fiir die K zu beweisen benutzt man die Gleichung (56, a), aus der 

hervorgeht, dass wenn K für diese Werthe verschwindet, auch 

dK , 

-T— verschwinden muss, indem für fi = b und /a = c 

gleich wird. Eine Differentiation der Differentialgleichung nach fi, 
dann eine zweite, u, s. f. bis zur («—1)**" zeigt dasselbe für den 
zweiten, dritten bis fi*®" Differentialquotienten von Ä, der eine Con- 
stante ist also nicht verschwinden kann. Vertauscht man die Glei- 
chung (56, a) für K mit denen für (^• — 6*)""*L = a, etc. welche 
im §. 84 und §. 85 vorkommen, so findet man für die anderen drei 
Gattungen von Functionen, nämlich für (^' — 6*)'"*L, etc. dieselbe 
Unmöglichkeit des Verschwindens wenn jm = 6, c ist, wie für K. 
Aus vorstehendem System folgt nun mit Hülfe des §. 78 



r(c)r{v)=.^*;p^(^), 

r (0 L'iv) = ^klK(j), 



M— 1 



M'(b)M'{v) = S{-l)^ k„K(-), 
während für N eine Gleichung 



AIf(v) 






:9-l 



2kg~ 
9 9 



erhalten wird, wenn A die Constante 



i&T fiss b vorstellt. Da die linken Seiten der vier Gleichungen 
(s. 0.) nicht verschwinden, so hat man hier Ausdrücke von den 
Functionen K(v), L{v) etc. selbst, nicht mehr von den Produeten 
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zweier E durch die Eugelämclionen /C. Hätte man daeaelbe Sjmtem 
mit IT-" multiplicirt, und y = oo gesetzt, bo lehrt die angeführte 
Stelle; wie sich die £ in Eeihen verwandeln, die nach den CosinuB 
und Sinus eines gevrissen Winkels x fortschreiten. 

§•88. Bisher wurden solche E verglichen,« die sich auf das- 
selbe n bezogen; im §. 86 war gezeigt worden, wie sieh eine 
Function einer Veränderlichen in Bezug auf ihre Entwickelung 
nach solchen Grössen verhält. Die weiteren Betrachtungen führen 
auf die Zusammenstellung solcher £, die zu verschiedenen n ge- 
hören nur werden dann nicht die Functionen allein^ sondern wieder 
die Produete E{fi)E{v) auftreten. 

Es bezeichne f(d,%ii) einen nach Eugelfunctionen zweier Ver- 
änderlichen entwickelten Ausdruck: z«B. kann /'eine ganze Function 
von co%0, sindcos^^ sindsint/; sein, deren Entwickelbarkeit im 
§.72 bewiesen ist. Fasst man alle Glieder der Reihe zusammen, 
welche aus solchen C{d,yt) und S{d,xf)) bestehen, die von der 
Klasse der P* sind, d. b. die dasselbe n besitzen, und nennt ihre 
Summe X<"' oder X", so wird (§. 72, o) 



ne, rp)=SX\ 

und X" gentigt der partiellen Differentialgleichung (48). Wie man 
die einzelnen Glieder, welche X* angehören, aus gegebenen f(Oy\p) 
finden kann, zeigt §.72 für ganze Functionen von cosd, etc.; sam- 
melt man sie, so hat man ohne Weiteres JIC**: im fünften Kapitel 
wird man sehen, wie sich X* aus f durch eine doppelte Integration 
mit einem Schlage finden lässt. 

Man setze jetzt die 6 und t^ in /^ und v ura, so wird f{6, ifß) 
sich in einen Ausdruck F(fA, v) verwandeln, der sich durch 



■n 



nssii 

darstellen lässt, wenn X* der Differentialgleichung (54) genügt und 
die Form hat 



msiii 



X'= 2 c'^C:[fi,v]+klgL[H,v]. 
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Werden alle C and S linear durch die oft erwäfcnteti Producta 
a«8gedrttckt^ so verwandelt sich Jt* in (die h sind Constante) 

die Stimmation auf 2il-f 1 Werthe von $ ausgedelint. Hat man X* 
als Function von 6 und \tß (s. o.) gefunden, so katih man es in fi 
und V umsetzen; und um die Constanten h zu bestimmen reicht 
dann der Satz am Schlüsse des §.86 vollkommen aus, indem man 
X* wie ein& Function von» fi allein ansieht; un<|l nach den dort ge- 
gebenen Begeln die Coefficienten in der Entwickelung nach Eniii)^ 
die hitEn{y) werden bestimmt. Ohne aber durch X* hindurcbzugehen; 
inde» man nämlich Operationen unmittelbar mit F(f»f v) vornimmt^ 
lassen sich die h bestimmen; bei der folgenden Anseinandersetzimg 
möge man die ähnlichen Betrachtungen des §. lirtä Auge behalten : 

Für jedes n zerftlllt X" in vier Theile, nämlich m einen soI- 
cheu; der nur die Ky einem zw^en welchei nur L, etc. enthält. 
Es muss daher die entwickelbare Fuuction F s^st in vierTheile 
zerfallen > F^, F^y F^, F^ so dass jeder fUr sich diitcb eine Beihe 
dargestellt werden kann^ die nur K, oder nur L, odei* etc< enthält. 
Beispielshalber wird F^ die Doppelreihe 

F,^J!KK:ifi)K:{v), 
wo die Summation sich über eine gewisse endliche oder unend- 
liche Anzahl von n uüd s erstreckt. Jeder Theil F^, F^, etc. zer- 
fällt nun weiter in zwei Theile; denn sämmtliche K und N die zu 
einem n gehören enthalten nur gleichartige^ und zwar mit n gleich- 
artige Potenzen von {i und v^ d. b. solche^ deren Exponenten um 
eine gerade Zahl von n sich uAtersclVeiden ; L und Jlf enthalten mit 
n— 1 gleichartige Potenzen von fi nnd v. Man wird also sogleich 
F in acht Theile zerfegen können, von denen jeder für sieb etit* 
wickelbar sein muss; jeder derselben wird nur E von einer Klasse 
enthalten; und nur solche die sämmtKch ein gerades n, oder die 
sämmtlich ein ungerades n enthalten. Es soll nun gezeigt werden^ 
wie ms» in jedem von diesen Theilen für sich die G«effiei«irten h 
bestimmt. 

Es sei G(jfi,v) einer dieser Theile^ »nd wir setzen 
(ä) . . . G{fu,.v) « £h:Elifi)E:iv), 
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WO also auf der rechten Seite, um alle acht Fälle zugleich zu be- 
handeln^ alle £ entweder auBschUeBslich K, oder auBBchliessHch L 
oder etc. vorstellen , und die Summe sich nur auf gerade n oder 
nur auf ungerade n bezieht, ferner auf die s resp. von bis o+l, 
von 1 bis n — a, etc. 

Der definitiven Bestimmung der Coefficienten geht, nach Ana- 
logie ähnlicher Betrachtungen, die Untersuchung des Integrals 

u u 

voraus, wo p dem n gleichartig ist, und £'^ zu derselben Klasse wie 
£* gehört. Um dieses zu finden benutze man die zwei Gleichun- 
gen (56); setzt man in die obere fQr £ zunächst £», dann £p, 
multiplicirt die erste so entstehende mit £p, die zweite mit £« und 
subtrahirt, so erhält man: , 

(6)... 4(,)^_K»(.)^^ 

= [ib'+c'HB:-B"p)-{n(n+l)-p(p+l))^']E:(ft)E;(^). 

Eine' Inti^ation nach e von bis et macht die linke Seite zu 0, 
also 

(C) ... (b' + c')(B'n-B"p)/ K(fl)E"p(}l)dt 



= («-p)(n+p+iy fi*E,{fi)E;iv)dt. 







Hätte man auf gleiche Art die zweite Gleichung in (56) behandelt, 
so würde man statt (b) eine ähnliche Beziehung erhalten haben, 
die aus ihr hervorgeht, wenn f« mit v, € mit ^, und das Vorzeichen 
der rechten Seite mit dem umgekehrten vertauscht wird. Das 
Integral der linken Seite nach d^ von bis m bleibt noch immer 
0; es ist nämlich an den Grenzen in 

^P ^^ dC "" " ^^ dC 

ftor P zuerst 6 und dann zu setzen. Es verschwindet der Aus- 
druck für y = 6 aus denselben Gründen wie der vorige, für vs=0 
weil Ep und £» zugleich nur gerade oder nur ungerade Potenzen 
von V, abgesehen von den etwaigen Irrationalitäten ^y'— 6*, etc. 
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enthalten. Es wird also entsprechend der Gleichung (c), wenn 
man die Seiten umdreht^ erhalten 



(d)... in^p){n+p+l)y'\'E:{v)E;{v)dS 





= (b'WKK-B;)J^E:(v)E;(v)d^ 







War sowohl n von p als Bl von Bp verschieden; so giebt die Multi- 
plication von (c) und (d) nach Fortlassung des beiden Seiten ge- 
meinsamen constanten Factors ; wenn man endlich die rechte und 
linke Seite auf einer vereinigt, genau J=0. War aber fi=p und 
Bl von Bl verschieden, so giebt (c) und (ef) 

u 

löst man J in seine beiden Theile auf, durch deren Differenz es 
gebildet wird, und deren erster 

J^'''difA'K(ji)E:(ji)y^'"K{v)e:(v)dc 

ist, so wird deshalb jeder Theil fbr sich Null, also sicher /s= 0. 
War endlich n und p verschieden, aber jB» =^ Bp, so wird nach {c) 
und (d) 

J'"ti'El(ti)El(ii)di^O =J^\'E:{v)E;(v)dC, 



^ 



also wird wieder jeder Theil von J, dessen erster 



ist, für sich Null. 

Berücksichtigt man noch, dass fi*—y^ positiv bleibt, dass also 
für n = p und e = s sich J in das Integral eines Ausdrucks ver- 
wandelt, der sein Zeichen nicht wechselt, so kann J dann nicht 
verschwinden, und man findet: 

Es ist JsnO, wenn nicht zugleich c = «, p = n; sind 
aber beide Gleichungen erfüllt, so ist J sicher von 
verschieden. 

Die Functionen £ waren bis auf eine willkürliche Constante g^ , 
die sie multiplicirte vollständig definirt; es ist besonders bequem 
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diese durch die Festsetzung zu bestimmen; wss von die- 
ser Stelle an immer geschehen soll; dass 

(e) ... 8/*°"*?/ ' V' - 1^) (e: (ji)E:{v)y d^ = ± i 

sei; Bätiilieh 1; wenn £ zu den K oder ti gehört; sonst — 1. 

Geht man nun zu (a) zurück; so erkennt man sogleich; dass 
h durch die Gleichung bestimmt ist: 



wenn das obere Zeichen fiir E = K, N, das untere für £ = L, Jlf gilt. 

Um dieses Resultat mit den früheren des §. 72; in Bezug auf 
die Bestimmung ton gewissen Coef&cieiylen; in Verbindung zu 
setzen^ bemerke maU; dass eine einfache Rechnung ergiebt 

(fi^ — v*)dCds = sinddddxp; 
wächst %ff und von bis ^;S; so gelangt € und ^ von resp. 
zu w und a (§. 77)^ Das Element auf der linken Seite spielt bei 
den Lam^' sehen Ausdrücken dieselbe Bolle; wie das auf der 
rechten bei denen von Laplace. 

§. 89. Im Vorstehenden sind die vorzüglichsten Untersuchun- 
gen von Lam^ über die von ihm im 4*®" Bande des Liouville 
sehen Journals eingeAihrten Functionen mitgetheilt. Die Resultate; 
welche andere Autoren später gefunden haben ; sollen hier noch 
einen Platz finden. 

Liouville beweist*);» das» die Wurzeln der Gleichung 
E{fi) = 0; oder um alle Klassen der £ einzuschliesseu; von 

in sofern sie reell sind, kleiner als c sein mttseen; er 
entwickelt dazu die Auflösung o der Difl^rentialgleichung 

wenn p eine Fun^ti<m von t bezeichnet; in eine nach vielfacfaen 



*) Lionville, Journ. de liath. T. XI: Lettres sur diverses queations 
d^analyse et de physique math^matique ^ncemant TeHipsoIde, adress^es It M. 
P. H. Blanoh«t| Deozitee tettf«, p. 261. 
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Integralen fortschreitende Reihe. Der genannte Sata lliSBt iieh 
auch auf folgende Art beweisen und in Beziehung auf einige Punkte 
vervollständigen: 

Aus §.87 weiss man bereits^ dass 

Eil*) 

für fi = b oder fi = c nicht verschwindet. Femer lässt sich 
auf ähnliche Art^ wie der Beweis des obigen Resultats geführt 
wurde, zeigen, dass gleiche Wurzeln nicht vorkommen 
können. Es ist allerdings nicht noth wendig, diesen Satz, der 
sich von selbst ergiebt, wenn unten die Realität der Wurzeln nach- 
gewiesen wird, gesondert zu behandeln; er wird desshalb abgetrennt, 
weil er nur einen sehr einfachen Beweis erfordert. Der Betjuem- 
lichkeit halber sollen nur die K betrachtet werden, indem die 
anderen Classen von E sich durch Anwendung der Differential- 
gleichungen in §.84 und 85 behandeln lassen, wie die IC vermit- 
telst (56, a), p, 213. 

Hätte K gleiche Wurzeln, und zwar genau p die gleich a sind, 
während a sicher nicht 6 oder c wird, indem für diese Werthe 
nicht einmal eine einfache Wurzel existirt, so setze man 

und findet dass auch — für ^ ss a verschwindei; aus (56, a) folgt 

dann dass -t-f; nnd wenn man die Differentialgleichung wieder- 

holt differentiirt, dass jeder Differentialquotient von K nach f» für 

fA = a Null sein muss. Der p^^ Differentialquotient muss demnach 

sich gleichfalls in verwandeln; dieser beginnt mit zllip) und hat 

dann nur noch Glieder, welche Potenzen von {fi — a) als Factoren 

enthalten. Da er fUr fii=: a verschwindet^ so muss z gleichfalls 

verschwinden, daher durch fi — a theilbar sein, woraus endlich folgt, 

dass K gegen die Yoraussetsfung p+1 Wurzeln a enthält. 

E(u) 
Alle Wurzeln der Gleichung . .„ sind reell und 

kleiner als c. Der Beweis dieses Satzes wird nach einer Me- 
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thode gefbhrt; die Legen dre anwendet; um zu zeigen ; dass die 
Gleichung P*(a?) = nur reelle Wurzeln besitzt (M. vergl. §.9); 
am Schlüsse des ersten Kapitels im §. 72 wurde bereits auf die zu 
diesem Zwecke erforderliche Verallgemeinerung des Hülfssatzes 
von Legendre hingedeutet. Es stellte sich dort heraus, dass eine 
ganze Function f{d,%ff) von den drei Grössen cosÖ, sinöcostp^ 
ÄndAnxp von geringerem als dem p***" Grade, nach den C und S 
entwickelbar sei, aber nur solche C* und S" enthalte, fiir welche 
n<,p. Was dort schliesslich über das Verschwinden der durch 
Coefficientenbestimmung gewonnenen Integrale gesagt wurde, be- 
nutzen wir hier auf folgende Art: Bedeutet F eine ganze Function 
von cosd etc., also wenn wir die neuen Coordinaten einführen von 
fiVy y/i' — 6'|/6' — v', ^c^ — ii^ic^'-v^ (man achte darauf, dass F 
diese Verbindungen von fi und v enthalten muss) von niedrige- 
rem Grade nach diesen Grössen als dem p*®", so wird sich F nach 
den CT und S" von (jl und v entwickeln lassen, aber nur solche 
enthalten in denen n<.p; setzt man diese Grössen in die Producte 
von E wie im §. 88 um, so erhält man nur solche En deren Index 
n<Cp. Man zerlege nun F in die acht, dort erklärten Theile; 
einer der Theile sei (?, der also nur solche E enthält, welche den- 
selben Charaeter wie G selbst besitzen: es wird für einen solchen 
die Gleichung (a) des §. 88 noch gelten , wenn die Summation 
nach n sich nur auf solche n bezieht, die kleiner als p sind. Be- 
dient man sich der Regeln für die Coefficientenbestimmung, so er- 
hält man sogleich den • • 

Hülfsatz. Bezeichnet G eine ganze Function von /iv, 

yfi^ — b^^b^—^v^j yc^ — (i^^c^ — v^ vom p*^" Grade nach diesen 
Grössen, die entweder keine Irrationalität enthält, oder durch 

^fi^^b^yb^ — v^ getheilt, oder durch i/c^ — ft'i/c' — v* getheilt, oder 

durch y^ii' — 6' l/6' — v' ^c^ — /»' }V — v* getheilt rational wird, und 
die durch Vertauschung von fi mit — fi höchstens ihr Zeichen aber 
nicht ihren Werth ändert, so wird 

J^'^d^/'^if^" -v')G. El (fi) E'piv) de = 0, 





rr 
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wenn £ je nach dem Eintreten von einem der vier auf die Irra- 
tionalitäten bezüglichen Fälle resp. K^ L, M oder iV vorstellt. 

Um den Beweis unseres Satzes über die Wurzeln von £ mög- 
lichst einfach darstellen zu können; betrachten wir einen bestimm- 
ten von den acht Fällen für sich : es sei p gerade^ = g und die £ 
mögen zur Klasse der K gehören; man darf den Hülfssatz dann 
natürlich nur auf solche G anwenden , welche ganze rationale und 
gerade Functionen in Bezug auf fi und v vorstellen. Setzt man 
zuerst G = 1, so entsteht 

'"(^'-»•)ir;(^) jsg(»)<fed{:=» 0, 

I) 

woraus folgt; dass Kg(fA)Kg{v) wenigstens einmal in den Grenzen; 
also zwischen fi = b und fi = c; v = und y = 6 sein Zeichen 
ändert^ oder durch geht: dies mag für fi = a geschehen ^ wo a 
Dothwendig eine reelle Grösse bezeichnet. (Würde dies für v = a 
eintreten; so ändert sich nichts Wesentliches.) Es wird dann auch 
/4= — a eine Wurzel also K(fi) durch fi' — a' theilbar sein, woraus 
folgt, dass K{v) durch v'— a* getheilt werden kann, also K(fi)K{v) 
durch (/ti" —- a') (v' — «'). Dies Product 

ist wiederum eine Function der drei Grössen fiv, etc. und gleich- 
artig den Kg, denn /a^v^ ist die zweite Potenz von fiv selbst; und 

also fi^^-^v* eine Function zweiten Grades von j/fi*^— 6*]/6* — v' 
und fiv. Man darf daher jetzt 

e = (/w'-a')(i/»-a') 
machen, und findet nach dem Hülfssatze 

1fi'^v')K;{fi)K;(y)Gdsd5==0. 

GK{/i)K(y) ändert sein Zeichen nicht bei jU = a, da (fi*—'a*)K{ii4) 
es nicht ändert und v nicht a erreicht, indem fi, also auch a, zwi- 
schen 6 und c liegt, v zwischen und 6. (Hätte man angenom- 
men, dass K(v) für v ss a verschwindet, so verhielte es sich um- 
gekehrt.) Efi müss also Kg(ji)Kg(y) sein Zeichen bei fi=^ ß, oder 
y = /S ändern, wenn ß wieder eine reelle Grösse vorstellt, und dies 



fß 
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Product daber auch noch durch (f**— /y)(^'*— /J*) theilbar sein. Setzt 
man dann 

und fahrt so ^^ Mal fort; so 6ndet man dass Kg(ji)Kg{y) in ein 
Product wie das Vorstehende mit g Factoren, zerlegbar ist; also 
dass K{ii) selbst die Form annimmt 

Jir^'(ft) = c(/»»-a»)(/iV-^«)(^'-.y')..., 
wenn c eine Constante bezeichnet. Es hat demnach Kiji) =& nur 
reelle Wurzeln +a, +/J, +y, etc., die zwischen und c liegen. 
Wäre p eine ungerade Zahl u gewesen, so ist Ku{fi) durch (i 
theilbar, und man hätte im Anfange G nicht = 1 , sondern = /iv 
gesetzt; bei Betrachtung der L hätte man, je nachdem p =^ g oder 
P =" u ist, am Än£^ge resp. 

gemacht, und ähnlich verfährt man in den übrigen Fällen; eine 
weitere Verfolgung derselben würde einer Wiederholung gleich zu 
achten s^in. 

Es ist daher bewiesen, dass die Wurzeln der Gleichi^ng 



ZM 



= 



sämmtlich verschieden, reell, kleiner als c und weder c noch b 
selbst sind. 

§• 90. Die Aufgaben der Wärmetheorie, mit denen Lam^ 
sich beschäftigte, gaben ihm nicht Veranlassung ein zweites Inte- 
gral der Differentialgleichung (56) für die JE zu betrachten, während 
man nothwendig auf ein solches geführt wird, wenn man Lam^'s 
Untersuchungen auf die Theorie der Anziehung überträgt. Liou- 
ville und der Verf. J^aben gleichfieilag *) Arbeite^ veröffentlicht, 
in denen diese Lam^'j^che Function zweiter Art ^^ingefUhrt 



*) LiouYille's Arbeit findet sich in den Comptes rendus T. XX, und ist 
al>gedniekt im LiouTille'scben Jonrnal T. X, p. 222 — 228: Snr diverses qnestions 
d'mt^jß^ et 4e pliyglqae outh^matique. Sie wvide den 12. Mai und 2. Jtmi 
1845 gelesen. Das Verf. Arbeit über Ajiziehung und Wttrmetheorie iat im Grelle'- 
scben Journale Bd. XXIX (Berlin 1845) yeröffentlicbt, trägt übrigens in der Unter- 
idirift dM Datam April 1844. 
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iat; sie verhält siob ^u 4en £ wie Q en den EugelftimtieBeii 
enter Art. 

Die Lam^'schen Functionen der zweiten Art findet man aus 
denen der ersten nach der Methode des §. 31 ; da sie sich im Fol- 
genden auf ein Argument q beziehen^ das zwischen c und oo liegt; 
so äoUen sie sogleich in Bezug auf ein solches eingeführt wer- 
den, und deshalb 

und S ^= für q = c gesetzt werden. Dann wird die DüFerential- 
gleichnng ftir E(q) nach (56) 

80 dass jedes zweite Integral F derselben Gleichung mit E durch die 
Formel 

verbunden ist. Wähk man die Constaojte a gleich 1,^ und F sO; dass 
es für ^ = oo verschwindet, so ist die Function zweiter 
Art F durch die Gleichung 

(58) . . . F(q) = E(q) r , ^^ , 

bestimmt. Diese Function verschwindet offenbiar für p = oo, 
bleibt aber mit (>'*+^ multiplicirt für ß = oo endlich ; in der That, 
bezeichnet g^ die^dbe Constupte wie p. 214, so fangt die zu in- 
tegrirende Function bei der Entwickelung nach absteigenden q 

mit f — J -ß"^*»"*^ an, also das Integral in seinen Grenzen mit 



Ä 



V — ) -7^; — r7\* Daher wird für ^ = oo 
\g^/ (2« + l) ^ 

(58, a)... ^.«f (,) = ^^-1^. 

Verfolgt man das im §. 31 Gesagte weiter, so findet man dort, 
dass Q üur eine Transcendente, nur einen Logarithmus enthält, 
der für alle Q mit derselben Veränderlichen der gleiche ist; dieselbe 
Untersuchung lehrt hier, das« in F nur elliptische Integrale 
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der beiden erBten Gattungen vorkommen. Der Beweis 
soll hier nur filr die Gattung K der E geführt werden, da er sich 
sogleich auf die anderen übeHragen lässt. 

Da die Grenze oo des Integrals hierbei einige Unbequemlich- 
keit bereitet; so ersetze man sie vorläufig durch u, und zerlege das 
Integral in die Differenz zweier gleichgebildeten t^(ti) und yf{Q)j 
wo zur Abkürzung 

gemacht ist. Heissen die sämmtlich verschiedenen Wurzeln von 
K(x) der Reihe nach a, ft, etc.^ so giebt die Zerlegung in Partial- 
brüche 

wo sich das Summenzeichen auf alle Wurzeln a, ß, etc. bezieht. 
Hieraus folgt; wenn man nur die der bestimmten Wurzel a an- 
gehörigen A und B betrachtet^ 

wo sich der obere Index ' welcher dem K angehängt ist nach üb- 
licher Art auf eine Differentiation bezieht. Macht man 

80 stimmt B mit <pf(a) überein , und es folgt nach logarithmiscber 

Differentiation 

^ _ _^ K[ _ K-(x — tt)K\ 

2(p~ x—a K (x — a)K ' 

auf bekannte Art ermittelt man fUr den Fall x = a den Werth 

von %, und findet 

y>(«) (x—a)K» _ K"{tt) 

2y(«) {x—tt)K'{x)+K{x) ~ 2K<{tt) ' 

Nun benutze man die Differentialgleichung (56, a) für K{g), nach 

der für ^ = « 

K"{a) _ a(2g'-fr*-c*) 

K'(a) {«*— 6*)(a'— c*) 
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wird, und findet für (a) die folgende Formel, in der die Summe 
sich wieder auf alle Wurzeln a, ß^ etc. bezieht: 

( 1 V _ Q ( 1 Y r_i 4. a(2a«^fc'~c') \ 

\K{xy \J\K\ay Xx-ay^ ^x^a){a'--b'){^'-c*) ^ 

£a serftlllt demnach "^(x) in eine Summe von Integralen , deren 
jedes noch mit f > J zu multipliciren ist; dasjenige welches sich 
auf a bezieht^ wird 

Bekannte Beductionsfornieln *), die man sofoi*t dun;h Differentiation 
verificiren kann, zeigen dass der vorstehende Ausdruck sich in 






c' 



+ 



1 Z* ^ a?'d3? 



c' 



verwandelt, also nnr, wie behauptet wurde, elliptische Integrale der 
beiden ersten Gattungen enthält. Somit ist ^(9) gefunden; da aber 
yß(u) flir t« » oo nicht in übersichtlicher Form erscheint/ indem 
zwar der zweite Theil des obigen Ausdrucks endlich bleibt, aber der 
erdte und dritte unendlich wird und erst eine endliche Summe 
giebt, so verwandele man den auf elliptische Integrale zweiter Art 
führenden dritten Theil für diesen Zweck durch die Substitution 

a? =i — , indem man üj = « , m = — macht, in 

i_ 

c di 



f 



welches bekanntlich, oder mit Hülfe der eben gebrauchten Re- 
ductionsformel 



Vl-frVl/l-c't)^ 



+ b^c^/ j 



15 

liefert. Dieser Ausdruck kann mit dem ersten Theile von (fc) für 
X = « zusammengesetzt werden, und giebt dann, indem 

^) 2. B. Abelt Oeuvres oooipl^tes T. 11, Cbap. I, p. 104, no. 15. 
Heioe, Haiidbucb d. KugeiAinctiooeo. \Q 
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fftr « = oo sich in — « verwandelt^ als Beitrag za t^(oo) 

MultipHcirt man (c) mit ( ^tt^t ) ; und suuimirt über alle Wnrzeln 
a, ^, y etc., so entsteht ^(<x>) selbst. 



^ Vierte« Hapltel. 

Entwickelung der Kugelfunctionen nach Lam^'scben 

Functionen. 

§. 91. Im vorigen Kapitel wurden die Fanctionen E vollstän- 
dig defiflirt; es zeigte sich; dass jedes einem bestimmten n ange- 
hörige Product E(fji)E(v) nach C oder S, welche sich auf das 
gleiche n beziehen , entwickelt werden kann. Man erinnere sich^ 
dass in Bezug auf die Constante g^ eine wenn auch willkürliche 
Festsetzung dnrch p. 234^ e existirt. 

Es sei nun die Aufgabe gestellt P"(i5) nach den Lam^'- 
schen Functionen zu entwickeln, wenn j& wie früher von den 
Grössen o?, oJj , V; V'i ? nämlich durch (47, ä) 

i SS xx^ — j/a?' — 1 |/a?J — 1 cos<jp; {q> « V'~"Vi) 
abhängt. Setzt man a; = cosd, etc., so verwandelt sich ^ in die 
Grösse cosy der Gleichung (47). Es werden für ö, ö, ^ etc. oder 
Xj a?j, etc. die elliptischen Coordinaten /u, v, |m,, v^ durch die Glei- 
chungen (53, a) 



■* ■♦ 



X SB -^ yx —1 cos %U s= ^-^ ,, ,■ , etc. 

bc ' ^ ^ b yc^ — 6« ' 

x^ = ^-T-^i r ^J— 1 cos ^, = etc. etc. 
eingeführt, wodurch (49, a) auf p. 175 sich in 

verwandelt; nach den Gleichungen des §• 87 kann man jedes C 
oder S durch L am ^ 'sehe Producte ausdrücken) die sämmtlich zu 
demselben n gehören. Lässt man diesen Index als selbstv<er8tänd- 
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lieh fort, so wird also P(z) als Function von ft und y cKe Form 



A=^0 



annehmen; wenn h von fi und y unabhängig ist; und nur (i^ und v^ 
enthält. Wegen der Symmetrie des Ausdrucks P(fi) nach ^ und .u^ 
resp. nach v und i/^ niuss aber dieselbe Grösse gleich 

^r£'(^,)r(v) = i:c'E'(fi)E'(v,) 
werden, wenn k resp. c nur /u und v, oder fji^ und y enthalten. 
Die beiden ersten nach E(v) geordneten Ausdrücke; so wie der 
erste und dritte, welche gem^eiuBam nach E{fi) geordnet sind müs- 
sen; weil gleich; aucli in Folge des erweiterten Satzes im §. 86 
identisch sein, also 

Aus der ersten von diesen Gleichungen folgt 

h = «ECfiJ * = aEifi) 

wenn a weder fi noch v noch f4^ also nur Vj enthält. Daher ist 

«£(v)£(/i,)=c£(vj, 
folglich a = 6JB(i;J wenn b eine numerische Constante vorstellt. 
Die Form der Entwickelung von P{z) ist daher 

P(z) = Ib'E\fi)E'(f*,)E'{v)E'(v,), 
und es bleibt nur der Werth von b zu bestimmen. Zu diesem 
Zwecke zerfalle man beide Seiten in die früher oft erwähnten vier 
Theile^ und betrachte beliebig einen ; z. £. den die L enthalten- 
den; der mit Berücksichtigung der Feststellung über das Zeichen 
C'= C[^i; y,] in §. 11, c, die Relation verschafft 

(a) ... 2:(-l)"a„ac:=TVr(^)r{^jr(y)£>,), 

die Summe links über alle ungeraden u von 1 bis n genommen. 
Man wendet nun ein Verfahren aU; welches man noch an ver- 
schiedenen Stellen finden wird*, man füge nämlich noch eine Glei- 
chung (6) zu (a); die aus (a) entsteht; wenn fl^ und v^ mit fi^ und v, 
vertauscht werden. Das Product (a) (6) multipHcire man dann rechts 
mit {fi^ — V*) df]d^, links mit dem gleichen Ausdrucke sind dddifß 

und integrire rechts von bis w resp. a, links von bis —. Be- 

rilcksichtigt man den Satz p. 238: Es ist J := etc., so wird 

16* 
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rechts erhalten 

(c) . . . -i^2\b')'L'{fi,)L'(fi,)L'ML'(v,), 

lind links 

2{auYC'uduJ^''J*^CuCu^mededxp, . 
oder nach p. 184, wenn für das Integral sein Werth gesetzt wird 

Die Gleichung (c) = (d), wenn man ju, und y, wieder in fi und v 
verwandelt; d. h. 

mit (a) verglichen; 2eigt dasa 

C =-55+1' 

Hätte man statt der L eine andere Klasse der E betrachtet^ 
so würde sich ein. ähnliches Resultat für 6 gefunden haben , so dass 
sich endlich ergiebt 

(59) ... rw = 2^£ ±£,'(f*)£:(v)E:(M.)£:(»'.), 

die Summe rechts auf alle 2n-f 1 Functionen £ bezogen , die zu n 
gehören; das obere oder untere Zeichen ist zu nehmen ; je nach- 
dem das betreffende £ zur ersten und vierten ^ oder zur zweiten 
und dritten Klasse gehört. 

§. 92. Es sollen jetzt die C und S, also die Functionen selbst 
aus denen P(ä) besteht, durch die L am ^'sclien Producte dargestellt 
werden ; und umgekehrt diese Producte durch die C oder S; die 
allgemeine Form der Resultate ist bereits im §. 87 enthalten^ und 
es bleiben nur die Grössen ß und k daselbst näher zu bestimmen. 

Bezeichnet f irgend eine Function von i'y so soll, in diesem 
Kapitel allein; /If die Grösse; welche durch 
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definirt ist yorBtellen; so dass also JE(v) nach p.212 gleich —BE(v) 
wird. Sind f^ , /*, mehrere Functionen von v so besteht offenbar 
die Gleichung 

^(f+fi +ft + etc.) = Jf+Jf, +/Jn + etc., 
and da (§. 87) 

SO wird 

JCy=-£y9»'KUfi)K'{v); 

ähnliche Ausdrücke ftir JCu, JSu, /ISg kann man leicht hinzu- 
fügen. Die Producte der rechten Seite Ä"(/»)Jif*(v) lassen sich, 
wie man aus dem schon mehrfach erwähnten §. 87 weiss, wie- 
der in lineare Verbindungen von Functionen C» mit geradem 
Index m verwandeln^ so dass JCg eine lineare Verbindung von 
Cfl, Ct) C^ etc. sein muss. Die Betrachtung von JCu lehrt Ent- 
sprechendes über das Verhalten dieser Grösse zu Cj, Cj, etc., 
so dass sich sowohl für einen geraden als ftir einen ungeraden Index 
m das Kesultat ergiebt: Es hat JC die Form 

(a) ... -4^ai, = AoC«+*iC'«+2 + Ä'C«-2+A,C?i»+4+etc. 
wenn die h constante, d. h. von fi und v unabhängige Grössen be- 
zeichnen. Die Aufgabe dieses Paragraphen besteht darin, die h 
in obiger Formel, welche das Fundament Air das folgende bildet, 
wirklieb zu bestimmen, und einen entsprechenden Ausdruck für JS 
aufzustellen. 

Die h kann man unter Voraussetzung eines speciellen Werthes 
von fji, nämlich für ft =? c bestimmen; nach §. 78 geht nämlich für 

diesen Fall €„, in Pmi-j-j über, und schreibt man x zur Abkür- 

V 

zong für -T^, so muss daher die Gleichung 

-JPmix) = h^P„(x)+h, P«+2 + A'P„»«2+ etc. 
bestehen, wenn die h dieselben Constanteu sind wie oben. Es ist 
also die linke Seite ein Ausdruck der sich nach P» mit demselben 
oberen Index n entwickeln lässt; eine solche Entwickelung kann 
aber (§.52) nur auf eine Art geschehen, und daher sind die h 
die Coefficienten bei der Entwickelung von — ^P« nach 
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den Pm« Um die Grösse JP zu bilden, setzt man naclv der Erklä- 
rung, (wenn P ohne Index immer Fm(a?) ist) 

d*P dp 

(b*+c*)JP^{v'-^b^)(v^^c'}^ + v(2v*-b^-^c')-j^-'n(n+l)v*P 

und verwandelt die Glieder der rechten Seite, indem man bx für 
V substituirt und dieselben zertheilt resp. in 



X 



Die Summe der untereinanderstehenden mit b^ multiplicirten Glie- 
der vereinfacht sich durch die Differentialgleichung (39) der P in 

(/?)... 6*(m«-n(«+l))P, 
während der, 6*— c' enthaltende Theil durch die Anwendung der- 
selben Gleichung den Werth 

(y) . . . _(6._c«)[arg_M»^P-(«(«+l)-««)p] 

annimmt. Es ist also 

-(6' + c')JP=:(y?) + (y), 

dP 

hat daher noch nicht die verlangte Form, weil a;;r- und ausser- 
dem ein X im Coefficienten enthaltendes Glied in {y) erscheirit> 

Zur weiteren Reduction bedient man sich zweier Formdn, von 
denen die erste durch directe Differentiation von 

erhalten wird; dadurch entsteht 



X 



und durch Addition die erste Formel 

dP or or 

Die zweite Formel ist (42), nach welcher 
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y4?'— 1 
wird; und mit AnwenduDg dieser gelingt die Reduction« Es ist 
nämlich 

dx m'-l *" m+1 "•+* 

, (it+m)(n+m— l) p . 
(m — 1) 

. t a?' ^ 2»i'(i»'--l— n' — n)» , (n — m)(n — m— l)»t p 
0? — 1 m — 1 (»»+1) 

(«+m)(n+m--l)OT 

(111 — 1) ' 

hierdurch geht (y) in folgende Form üher: 
Q,) = _£!=*! [(2„(„+l)_m')P. 

+(«— »»)(ii— m— l)P«+j+{»+i»)(«— OT+1)P«^2]' 

Diea ist noch um (ß) va Temtehren und durch b*-\-c* zu dividireq, 

wena — JP entstehen soll; setst m*n zur Abkürzui^ 

c'-6' 

<5' + 6' =* * — '*' 

indem zwar vorläufig A in den Formeln erscheint; später aber nur 
X^ y also %, so entsteht 

, (n — m)(n-~ift— l) ,p («+m)(n+i»— 1) . 

H 7 ' ^/^«+2 H T *i'»-2 

und hieraus schliesslich 
(60) . . . -^C« = J(7i(n+l)-m»)CU 

, (n — m)(n — OT— 1) ,^ , (n+m)( »+»t— 1) ,^ 

80 dass die Operation /i an den C angebracht nur eine lineare 
Verbindung von drei verschiedenen C erzeugt: nur Ä^, h^ und K 
besitzen einen einfachen, von Null verschiedenen Werth. 

Die Gleichung (60) besteht noch, wenn man alle C mit S ver- 
tauscht; während die Ableitung des auf diese Art entstehenden 
Ausdruckes eine Modification erfordert. Man findet durch dieselben 
Mittel wie oben; (a) entsprechend 

(*)*.. — dSf^ ae h^ Sm +^, ^,»+2 + A'S«-? 4-etC. J 



248 H« Theil. Viertes Kapitel. §. 92^ SO. 

di« Bestimmung der h erfolgt wieder ^ indem mftn für fi einen be- 
sonderen Werth setzt, wobei zwei Fälle zu unterscheiden sind. Ist 
zuerst m ungerade « u, so wird fttr ^ « 6 nach §.78 

also 

- JPu (--) = Ao Pn (j) -h,Pu^2- h' P„-2 + etc. 

Durch Vertauschung von 6 und c in der vorigen Beobnung cnt- 

steht offenbar die Formel (d), wenn x in derselben — bedeutet 

c 

und c' — 6* mit 6'— c' d. h, l mit —X vertauscht wird; es folgen 

also dieselben Werthe für A, und h' wie in (60). 

War aber zweitens m gerade, ^ g, so verschwindet Sg für 
(A^=^h, und man findet erst wenn man nach Division durch ^fA^—b* 
den besonderen Werth |» » 6 setzt für Si/f/ii' — fc'}"* einen Werth, 
welcher nach Fortlassung von Constanten die kein g enthalten 

wird. Man wird daher (*) durch )V' — &* dividiren, und da J nur 
eine Differentiation nach v involvirt, also die Gleichung besteht 



so mnss man die h so bestimmen, dass 



= iv^\ßKP.j{^)- i9+m> Pg^7-(9- 2;ä' V,+etc.] 

wird. Macht man — = s, y ,_ , = », so giebt die Festsetzung 
fttr das Zeichen J 

der erste Thdil der rechten Seite ist schon durch (60) bekannt und 
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gleich 

Bo dasB nur noch der zweite zvl untersuchen bleibt^ welcher b*^c* 
im Nenner enthält. Dieser yerwandelt sich in 



4m^,-'^l 



zQ seiner weiteren Transformation sind die Formeln schon fertig 
entwickelt: durch dieselben wird der Ausdruck in der eckigen 
Parenthese der Beihe nach die Formen annehmen: 



,'^l'ff "- di 



j 



(n — g)(yi— gf~l)p (n+gHn+ g—l) p 

2^"^ — ^i^+2 2^ Py-^ • 

Vereinigt man die gefundenen Werthe, so wird die Unke Seite 
▼on (^) getheilt durch v einerseits 

andrerseits aber 

so dasB die Verp^leichung beider Formela dieselben Werthe der 
h verscbaffl, die sie in (60) hatten, und dadurch bewiesen ist, dass 
in der Formel (60), es mag m gerade oder ungerade sein, 
alle C zugleich durch S ersetzt werden können. 

Die hier mitgetheilte Ableitung der Formel macht zwar noch 
immer einige Rechnungen nöthig, ist aber weit einfacher als die 
nrsprüngliche im ÖG'*^*^ Bande des math. Journ. welche auf Ent* 
Wickelungen beruht, die unser Werk beschliesaen werden. 

§. 93. Um nun zu dem zurückzukehren, was am Anfange 
des §. 92 als der Zweck der vorhergehenden Rechnungen togege- 
ben war, betrachten wir jede Klasse der E gesondert, und behan- 
deln eine willkürlich ausgewählte, die der K, ausführlich« Aus 
dem §.87 wird die Gleichung 
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ZU Hülfe genommen; welche cJ+l, den verschiedenen 5^ = 0, 2, 4, etc. 
angeiiörende repr&aentirt. Nimmt man eine zweite^ welcke aioh aaf 
den Werth ^ = p bezieht, der also gleichfalls gerade ist^ n&mlich 

hinzU; und bildet 

7f 7t 

2 /*T 



/y 



n 



CpCysinddddtp, 

Ü 

welches Null ist, so lange p und g verschieden sind, dagegen ' . ■ 

für p^= g, berücksichtigt auch den Werth von J im §.88, so wie 
die Festsetzung (e) ebendaselbst, so folgt dass 

verschwindet, so oft p von g verschieden ist, aber gleich wird 

{2n+l)ag 
sobald p = g. In der Folge ist es bequemer, statt der Buchstaben 
ß andere, einfach mit ihnen zusammenhängende a einzuÄlhren: es 
wird definitiv gesetzt 

wenn a^ wie bisher die numerische Constante (49) vorstellt. Das 
so eben von den ß gefundene Besultat auf die a übertragen lautet 
dann: Es ist 

(61,«) . . . T«;«; = 0; Tia^y = 1. 

Grössen a welche (61, a) erfüllen heissen Coefficienten 
einer orthogonalen Substitution: hängen wilikürlüehe Ver- 
änderliche oc^^ x^y , , . Xa mit ebenso vielen Grössen y°, y*, ... y^ 
durch lineare Gleichungen an der Zahl a+l zusammen, die aus 

y = aja:^ + «;«?! H h^26^a 

entstehen, wenn man s alle Werthe 0, 1, 2, ... a der Beihe nack er- 
theilt, so drückt (61, a) die nothwendige und hinr^hende Bediiigiuig 
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ans, damit 

2 (y)* = 2 (a;,)' 

seL Da die Gleichungen Ewiachen den x und y nach x aufgelöst 

80 werden ausser (61, a) noch von selbst die beiden Systeme 

2 aj«j = 0, 2 (a*)' = 1 

besteben, wenn t eine von s verscbiedene Grösse bezeichnet. Dies 
lehrt, dass jedes Froduct K(fi)K{v) sich durch die SummCi 
welche über die geraden Zahlen g ansgedehot wird 

(61,6)... r(^)rwc=-/Si^|V,y^o/ 

darstellen lässt, wenn die a dieselben Grössen sind wie 

in (61). 

Dadurch dass man weiss, die a seien Coefficienten einer or- 
thogonalen Sabstitation sind sie Boch nickt bestimmt, und erst im 
nächsten Paragraphen sollen die schliesslich bestimmenden Eigen- 
schaften derselben entwickelt werden : vorläufig kann, als Ergänzung 
des §.87, erwähnt werden, dass fiir fi == c folgende Entwicke«- 
lung von einem E nach den P» erhalten wird: 

Der Formel (61, b) sind noch drei andere hinzuzufügen, welche 
wohl, ohne Wiederholung der vorätehenden Betrachtungen, einfach 
mitgetheilt werden können. Der Buchstabe ß ist nicht mit dem 
am Anfange dieses Paragraphen benutzten, der nicht weiter er- 
wähnt wird zu verwechseln, sondern wird, so wie y und d ent- 
sprechend dem a gebraucht. Bedeuten auch ß, y, d Coeffi- 
cienten gewisser orthogonaler Substitutionen, die so 
beschaffen sind, dass man hat: 



A—l Jf^l «=1 



s OJt)'= 2 (y?.)' = :sW)' = i, 

t=*4 s=l «=1 
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WO u und V vergobiedeno ungerade^ g und p verschiedene gerade 
Zahlen von 1 bis n bezeichnen, so wird 

c„/i!»gK«=TV„r(^)r(.) 

Siff^^— = J ^y «'(t*)N'{Ph (9 > 0). 

Dass die Producte zweier La mischen Functionen sich durch Um- 
kehrung dieser Gleichung nach Art von (61, b) darstellen lassen, 
folgt von selbst. 

§. 94. Mit beiden Seiten von (61) nehme man nun die Ope- 
ration -' J vor, und berücksichtige (p. 245), dass 

ist, dass andrerseits -r-JCm durch (60) gegeben wird. Dann ent- 
steht für ein gerades p 

(«)... |(n(n+l)^')Cp+(ii--p)(«--f>-l) jC;,+2+(n+p)(ii+p-l) jCp^ 



=i: 



in «=^ 



£ aprK'(li)K\v). 



(2i» + l)ap ,=0 

Man findet nun die noch fehlenden Beziehungen zwischen den ex, 
wenn man diese Gleichung mit (61) des vorigen Paragraphen 

iß)... CgY-^ag = 20'l,K'{,i)K'{v), 

und auch noch mit ^mddddtiß multiplicirt und zwischen und — in- 

tegrirt, also durch eine Behandelung der beiden jetzt vorliegenden 
Gleichungen, welche der Methode des vorigen Paragraphen ganz 
entspricht. Nach der Integration wird die linke Seite im allge- 
meinen Null sein; sie verschwindet nicht, wenn g mit p oder p+2 
übereinstimmt, d. h. wenn die Grösse p entweder = jf, oder ^+2, 
oder g — 2 gesetzt war, so dass man erhält, erstens ftlr p = g 

S(a'g)'r = Kn(H+l)-g'), 

zweitens für p = g+2, für welchen Fall Cp_i in (a) gleich Cg wird 



<hf 
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and wenn man ftar die a ihre Wertbe benutet 

=-jy{n-^g){n+g+l){n^g^l){n+g+2). 

Würde man drittens ps^^2 setzen, so entsteht nichts Neues. 
Ist viertens p weder g noch g+2, so erhält man 

Im zweiten oder dritten Falle mnss anf eine Ausnahme aufmerksam 
gemacht werden ; die sich im zweiten Falle ftir ^ =s ergiebt, in 
welchem a^ nur die Hälfte des Werthes hat, den wir dafiUr setzten; 
im dritten Falle würde dieselbe bei ^ = 2 und p = stattfinden. 
Dann reducirt sich die linke Seite von (a), indem C, = (7.2^ auf 

zwei Glieder, und mit C, ist i — - — - multiplicirt, also 



, _ »(»— !) 

M-2«'^ — 2 



2a-a;r = ^^^^:^=:^Ä 






«iy2n(n+l)(n-l)(n+2). 

Um diese Resultate möglichst einfach auszudrücken, fahre man für 

gewisse numerische Coefficienten eigene Buchstaben c« ein, deren 

Quadrate, die in späteren Formeln auftreten, der Haumersparniss 

halber, gleichfalls eigene Zeichen f bekommen. Damit man alle 

Festsetzungen, die hier von Interesse sind beisammen 

habe, so wird folgendes Schema gegeben, in dem man die Eccentrici^ 

tat c, die also b entspricht, nicht mit dem neuen Buchstaben c« 

verwechseln mag. Die obigen Besultate sind zugleich in den neuen 

Buchstaben ausgedrückt: 

c' — &' 

4c* = 4f^ = (n—m){n+m+'i); (w > 0); 
4cJ = 4#, = 2ii(w4-l); 
*m+*«,-.i = ci+ci-i = |(w(»+l)— w'); (m > 0); 

*o = ^I = l«(« + l)- 

JS" af,a^ft' =£0 (im AllgenetawB; susgeMmmta:) 



^„'*ir'*J+j^* = *<'i»''*+i; (•«'>•? = 0); 



«=0 
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Dies Schema; welches' nur die bereits Abgeleiteten ^^hor ÜA 
auf die K beziehenden !^ormeln enthält; kann man noch fortsetzen^ 
indem man für die L, M, N die ähnlichen , durch gleiche Mittel 
aufzufindenden Resultate hinzufügt. Bedeuten wieder u und v un- 
gerade Zahlen ; so findet man die Werthe der Summen^ welche 
sich auf jene Klassen beziehen ; durch Buchstaben* Vertauschung 
BUch dem folgenden Bchema, zu dem nur noch die zwei Ausnidime- 
flllle hinzuzufügen sind; welche sich ebenso auf ti s= 1 bezrehea; 
wie oben ein besonderes Resultat für g ^0 vorkam. Man bat 

und das Schema zur Vertauschutag der Buchstaben: 



K 






L 






M 


iV 


St 






8 






S» 


9i 


a 






ß 






Y 


Ö 


9>P 






u, e 






U, V 


9>P 


« = 0, .. 


. a 


s- 


= 1; ... »- 


-a 


s = 


s 1^ . .. n c 


» = l, ... a 


S>P-^, 


... n 


»> 


t? = 1; ... 


n 


M, 


t?=r Ij , .. W 


^, p = 2, ...ff. 



Durch unser System von Gleichungen werden die a vollständig 
bestimmt; würde man nämlich die orthogonale Substitution des §.93 
machen; so würde durch dieselbe ^^'^y'^y'^ in folgenden Ausdruck 
übergehen müssen: ^^ 

(62) ...2 rrf 

+ (^2a-l + ^2a)4, 

wo für ein gerades n oflfenbar c^a verschwindet. (In obiger Glei- 
chung tritt ein und derselbe Buchstabe Xm, wie man sieht nur in 
drei Gliedern auf.) Es bleibt also die Aufgabe zu lösen: Wie ist 
die orthogonale Stibstitution beiiichaffen; durch welche 
die rechte Seite von (62) die Form der linken annimmt? 
Für uns ist es überflüssig; die Jt selbst zu kennen; indem wir nur 
die Goefficienten a gebrauchen ; doch findet man die $t bei Lösung 
der Aufgabe gelegentlich. 



j 
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I>ie hier vorkommende Aii%abd ist ein specieller Fall der all- 
gemeineren, vielfach behandelten^ eine homogene Function zweiten 
Grades von x^, x^^ . • • x^ durch eine ortbogonlBile Substitution in 
die Form der linken Seite von (62) zu transformiren. Es. wird die 
Gßieorie der Transformation als bekannt vorausgesetzt; man fin* 
det sie mit Angabe der Quellen in dem verbreiteten Werke von 
Baltzer*) und neuere U^itersuchungen von Weierstrass **) in 
den Monatsberichten der Berliner Akademie. 

Wendet man die allgemeine Theorie auf den hier vorliegen- 
de!) specielleu Fall an, so ergiebt sich dass man folgende Deter- 
imnante; die f(i) heissen mag zu bilden hat: 



Ic^c^ 


-» 









-» . • . 





















• • • ^ao-5+*2a.4 * ^^2a-4^2tf-3 

• • ' ^^2<ß^^2d-^ *2cr-3+*2a-2~* 

^ ^^2ff-1^2tf-l 


Xc 




2ii-2^2a-l 

.l+fi2a-* 



Die Grössen, aus welchen die Determinante gebildet werden soll. 
Sind also so beschaffen, dass jede Verticalreihe nur drei Glieder 
bat die nicht verschwinden, nämlich ausser dem in der Diagonale 
befindlichen Gliede ein darüber- und ein darunterstehendes. So 
wird z. B. die {m+iy^ Verticalreihe ausser dem Gliede in der 
Diagonale 

noch als unmittelbar darüber und darunterstehende, resp. 

enthalten, im übrigen nur GUe<^er 0; dieselben zwei Grössen um- 
geben daß erwähnte Glied der Diagonale in der (m+1)*^" Horizontal- 
reihe, die gleichfalls im übrigea nur Glieder enthält. Die erste 
und letzte H^rizontalreihe und Verticalreihe sind von diesem Ge- 
setze ausgenommepi, ipdem sie wie man oben sieht nur zwei voxx 
verachiedenje Glieder enthalten. 



*) Theorie und Auwendong der Determinanten. Leipzig, 1857, §. 15. 
*^) 4. MUTZ 1 866« Berlin 1^9,. a 207. 
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Die Wurceln der Gleichung f(s)»0 sind dann gerade 
die ff. 

§. 95. Ehe wir mittheilen ^ was aus der allgemeinen Theorie 
für die Coefficienten a der Substitution folgt , deren Ermitte- 
lung Endzweck unserer Untersuchungen seit dem Anfange des §. 92 
war, wollen wir die Gleichung f (») =s näher betrachten; und 
zwar um zu zeigen dass sie ungleiche reelle Wurzeln hat, und fer- 
ner, um die Herstellung von f{z) zu erleichtern. 

Nennt man die Determinante f{z) hier D^+i und bezeichnet 
mit Ba die nächst niedrigere von der Ordnung er, in der die letz- 
ten Glieder fehlen, ebenso mit Bg-^i die von der Ordnung a — 1, etc. 
10 hat man folgendes System von Gleichungen 

^a+l = ('2ff + *2a-l — *) Ba — X«2a-1 *2a-2 Ba-i 
Ba = (*2a-2 + *2a-3 — ») Bq, 1 — X t^a- 3 *2a-4 B„. 2 



B, =1. 

Mau setze x für — s^ und denke sich die Zeichenreihen der 
Functionen von a?, Z>o , Z), , Z>, , . . . D^+i gebildet, wie solches bei 
Sturm zu geschehen pflegt. B^ ist immer positiv; alle B enthal- 
ten als Factor der höchsten Potenz von x genau 1, so dass sie 
fUr X =^ 00 das positive Zeichen besitzen^ dagegen abwechselnde 
Zeichen, also ff + l Zeichen Wechsel, für a? = ~oo. Während a?von 
— oc bis 00 wächst, gehen daher a+l Zeichenwechsel verloren. 

Da X positiv ist, so wird eine mittlere' Function Bm nur ver- 
schwinden, wenn ihre Nachbaren Z>m~i und Z>m+i entgegengesetzte 
Zeichen haben; zwei benachbarte Functionen können nicht ver- 
schwinden, weil sonst alle B verschwinden würden, was offenbar 
unmöglich ist. Man sieht ein, dass wenn die mittlere Function 0» 
durch geht, kein Zeichen Wechsel verloren oder gewonnen wer- 
den kann^ indem, welches Zeichen auch zwischen die beiden, Bm-i 
und Bm^i beim Verschwinden von B^ angehörenden, die resp. + 
und 4^ sind, gesetzt wird, immer von B^^i bis Bm^x ein Zeiehen- 
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weohael stattfindet £a kiHmen abo x^ur Zeicbenwecbsel verschwind 
den oder gewonnen werden wenn Da^x aelbst durch NuU geht; da 
(T-fl Wechsel verschwinden; so geht Da^i wenigstens a-}-! mal durch 0, 
kann aber nicht öfter verschwinden; da sein Grad a+1 beträgt, 
verschwindet daher genau für a+1 verschiedene reelle Werthe. 

Hierdurch ist der Beweis des Satzes gefUhrt; von dem schon 
§. 83 gehaiidelt wurde. Es war klar, dass im Allgemeinen die 
Wurzeln der dort behandelten Gleichung verschieden sind;' wenn 
sie verschieden sind gelten alle Betrachtungen bis zu diesem Para- 
graphen : die Gleichung Äa+i = hat dann; also in unendlich vielen 
Fällen von x dieselben Wui'zeln wie die frühere; stimmt folglich 
mit ihr Uberein; da die linken Seiten beider Gleichungen rationale 
Functionen von b und c sind. Da ferner D^y+i nur verschiedene 
reelle Wurzeln besitzt so lange x positiv; z. B. wenn b und c reell 
ist; SO hat auch die ursprüngliche Gleichung reelle und verschiedene 
Wurzeln, uiid kann nur gleiche bekommen; bekommt auch wirklich 
solche wiö man sah, wenn b und c gewisse imaginäre Werthe er- 
halten, ein Fall; welcher bei uns nicht eintritt. 

Dass die Wurzeln unserer Gleichung reell sind; hätte man 
schon als Folgerung den allgemeinen Sätzen über solche orthogo- 
nale Substitutionen entnehmen können. Auch über die Grösse der 
Wurzeln kann man einige Schlüsse ziehen; z. B. dass von allen D 
gerade D«-^! die grösste Wurzel x enthält; und dann zunächst Dg etc. 

Nach den obigen Andeutungen wird man sehen; dass F(a); die 
Function welche; gleich Null gesetzt; die 9i zu Wurzeln hat, als eine 
Determinante wie die frühere f(x) aber vom rf*" Grade auftritt; und 
zwar entsteht sie aus der vorigen; wenn man Im Schema p. 255 die 
erste Hort^ontkl- und die erste Vertikal -Reihe fortlässt. Es wird 
also F(z)^= Ja^i deiu; wenn man Grössen J successive durch die 
Gleichungen bildet: 

4 = 1, 

-''t = («•+«» -«) 4 > 



Heine, Handbuch d. KuffelfuncUooeii. Yl 
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SO dass Ja-\-i't^a^i den folgeftden Kettetibruch giebt; wekber von 
selbst aB der gehörigen Btelie abbricht: 

F(z) 1 



(63) ... 



M ^ _^ X^o^i 






^,+«4— » — etc. 

Hierdurch ist die Herstellung der Gleichungen #*(«) == und /*(») == 0, 
\^elche die St und 91 zu Wurzeln hab^, etwa^ leichter praktisch 
auszuführen als im §.83 — 85; sie nehmen an der gegenwärtigen 
Stelle, an welcher 6 und c nur in der einen Verbindung x vor- 
kommen, eine andere Form an als in den früheren FaragrapheUi 
wo b und c in p und q auftreten. Dass auch F(») = verschiedene 
und reelle Wnrzeln bat zu beweisen , wird überflüssig seiu; da 
die fUr f{») augewandte Methode sich fast wörtlich auf F über- 
tragen lässt. 

Die Determinanten; welche die S und ^l als Wurzeln besitzeoi 
mögen resp. q>{z) und 0(s) sein; zu denen resp. C und F dieselbe 
Beziehung haben sollen wie D und J zu f und F. £s sind dann 
9) und 4> die Determinanten; deren Anfang hier Colgt; das obere 
Vorzeichen bezieht sich auf qf, das untere auf 0: 

^c^c^ *^+*^ — » . . . 

.. . . , 

und zwar wenn man setzt 

A A ' « 

so ist (p = Gi-a; * = /«-ö« Daher ergiebt sich folgender Ketten- 
bruch; der gleichfalls an der gehörigen Stelle von selbst abbricht: 

■ I I ^ **l*t 



I **3*4 



*4+*6-»-"«^<^- 
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Wendet man (63) und (63, a) anf den besonderen Fall 6 =3 
an 9 für den x sieh .in 1 varwvpdek, so kennt map bereits die ^, 
i, etc. kann also f, tp, etc. von vorn berein bilden nnd hat auf 
diese Art die beiden Kettenbrücbe (63) fiir A = x ss 1 summirt. 
So findet man als Snmme von (63) nach §.82 für ein gerades n 
den ersten, fiir ein ungerades n den zweiten der beiden Ausdrücke 

»(» — 2')(» — 4')...(»— n') ' 

(»— l')<» — 3')...(a — n') ' 
für (63; o) ergiebt sich bei geradem resp. ungeradem n 

(»— l*)(fi-3»)..,(iB — (n— in ' 

(g-l')(g>-3')...(g — n') 
»(» — 2")(» — 4').,.(ä~(ii-1)')' 

§. 96. Es bleibt noch übrig die Werthe der a, ß, etc. auf- 
zustellen; die vollständige Angabe der sich auf die K beziehenden 
Grössen, also der a allein, genügt, da die Uebertragung auf die 
übrigen Klassen der E einer Wiederholung dessen gleich kommt, 
was über die K bemerkt werden wird. Um das Besultat, wie es 
aus der mehrfach benutzten allgemeinen Theorie folgt, hier anzu- 
geben bezeichne man, wie es Weierstrass thut, eine Unter-De- 
terminante von f{si) von der Ordnung <t, welche aus f{z) durch 
Fortlassen der «**■ Horizontalreihe und der /?***" Verticalreihe ent- 

a ß a fl ß a 

steht mit f{ü), so dass f(z) = f(z), durch f{z) den DifFerential- 
quotienten von /*(«). Dann ist 

11 2 2 «M o+i 



also (cf. Baltzer Det. §.15, 10, S. 94) 

(.,,.= _'mi, K,.= ->ki. etc. 
allgemein 



m-|-l m-ft 



bis mssa, so dass sich Bcfaliesslich (61) in die Gleichung 

17* 



2S0 ILTk«il. VttriM KapItcC f. 97, 63. 




' 4 ff x^ij 

verwandolt, (wenn man nämlich 2«i'- 2 statt 17. einführt pm der 
Formel einfachere Indices zu gehen), und dasfi ufugekebrt oacb 
(61; b) gefunden wird 



/ 






Es ist endlich noch zu erwähnen, da»8 die (o+iy Quadratwurzeln, 
welche in den so entstehenden cr+l Formeln auftreten, sich auf 
a+1, (für jedes ft^ eine einzige) reduciren, da nach einem ein- 
fachen Satze über Partialdeterniinantcn 

a a ß ß aß 

YW./-(ff) = (/•(*))• 

gesetzt werden katin. 

§. 97. Die Theorie, welche in dieacin Kapitel auseinander- 
gesetzt wurde, mag durch einige numerische Rechnungen erläutert 
werden, welche sich auf die ersten Wertho von n beziehen; der 
Fall n = 0, der nur ein constantes K, so wie n = \, der nur ein 
K, L, M liefert, wird fortgelassen und wir beginnen mit n = 2. 
Mao vergl. liier die numerischen Beispiele in §.83 — 85. 



1) » = 2 

2) « = 3 

3) « = 4 

4) »=5 

5) n = 6 



«. = 3, *, =1, 

«» =: 6, l, = I, «, «es J, 

«0 -10, *, =1, *, = 1, ', = 2, 

«0 = 15, '.=7, «, = 6, *, = J, »^ = .}, 

«, = 21, e, = 10, e, = 9, ,, = ii, i^ = n., ,, = 3. 

[Für ein festes n geben 5 *„ , ', , 't , •'t'^* ^'ß Diiferenzreihe 4 , it 1, ctcj 
Es sind nun die Ketteubräche des §.95: 
1) « = 2 



3 — « — 



1— s 

0(«) _ 3it 
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2) 


n=:3 




F(») 1 




A») -5 , lö* 




4—» 




9>(«) _ 1 










"1 ^i. Ä * • 




, 1 »JA 2 8 i ' 


3) 


n=:4 




f(3) 1 




A») 10 . ^^'^ , 




7x 




8 — a — , . 




2 — » 




flpW^ 1 




0(a) ^ lOA 




«-1 y 




> * 


4) 


» = 5 


1 


F(»)_ 1 




A») ,5 , lOOx 




27x 




13 — «—;= , 




7—» ' 




^.(a) 1 




0(») 35i 




42x 


1 


a t a '^ * 45^ 




ai . 4 * 






5) 


11=6 




F(«)__ 1 




«•) « . "" .... 




10 I » 




^•' ^ i^x 




1^ r * 1 




^^ ^ 3-» ' 




T(») _ 1 




ri>(5) 2U 




•T'i . '^' 




a » a ** i6» V 




•* K * 




a '^ 17 




a » 



Aus diesen EeitenbräcliOQ ergeben sich die QröBs^n F, f, (p und 
'i> wie folgt: 
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1) 11 = 2 

F= 1—« 

f =3 — 4» + *'-"3Ä 

5 + 3A 
y=-2 * 

,. . 5-3A 
* = -2 * 

2) 11=3 

F = 4 — » 

/• =24 — 15x — 10«+*' 

•30 = ^ + Y-(7 + 3i)»+»' 

3) » = 4 

F= 16 — 7x — 10»+»* 

f «= 160 — 160x— 116»+62x»+20»' — »» 

209+110Ä-63X .,, . «,N , , * 
9= ■ 7 (l5+6i)»+»'5 etc. 

Für A = X s= 1 entsteht wenn z. B. n = 5 oder 6 genommen wird: 

_ _F (g— 4)(g — 16) 

"~ ' f ~ (»-l)(»-9)(»-26) 
JP._ (»— !)(»— 9)(« — 25) 
~ »(» — 4)(»— 16) 

„_ß. ^ - (»-l)(»-9)(«-25) 
f »(» — 4)(« — 16)(»-36) 

jp^ (g — 4)(» — 16)(g— 36) 

*~ (» — 1)(» — 9)(»— 26)' 

r 

Um die Formeln für f, V, F in unserer Gestalt mit denen Ton 
Lamö zu vergleich^ mögen die von Lam^ für dieselben Func- 
tionen aus §. 83 — 85 hinzugefügt werden; 0^ folgt aus q> durch 
Vertauscbung von X mit —X. Nach Lam^'s Methode wurde z.B. 
fUr it = 4 gefunden 

Oc=p'»(» — 4)(ä — 16) + 168^» + 409(ä— 16) 
« (p(»-l) — 3c«)(p(»-^9>— 7c'>+a4f 
= p'(»--l)(*-9) + 285f, 
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Gleichungen; welche sich in der Tbtt reap. in f^^/ g)ÄO, F»0 
verwandeln, wenn maD für p ond q die Werthe b^+c^, b^c^ setzt. 
Die id diesem Kapitel toitgetheilten IJutersuchuogen rühren 
vona Verf. her, und sind zum grösseren Theil im 56'*" Sande de» 
Borehar^l'schet Jottro^ls mitgetheilt worden,. ersoheinen aber hier 
Toreinfibeht und vervoUsiäiidigl; verschiedene Vorseichen an dea 
beiden Slellen sind durch verschiedene Festsetzungen über die C, 
etc. «Q erklireQ, 

Dirichlet's Beweis dass Functionen zweier Veränderlichen 
nach Kugelfunctionen entwickelt werden können. 

§. 98. Es sei f(6, ip) eine von ö = Ö his 0^n und von t// = 
bis t/ß = 2n willkürlich gegebene immer endliche Function; lässt 
dieselbe sich naji^h Kugelfunctionen entwickeln, also sich durch eine 
Doppelsumme 



i»=x m=» 



'f{e, tff)=: £ £ K (cos 0) (cl cos fit i^ + C sin mtp) 

darstellen, so ist die EntWickeluAg, tvie man bereits aua§*72 weiss, 
nur auf eine Art mögUch. 

Um den Beweis hier noch einmal auf eine von der früheren 
eiwam verschiedene Art zu führen, sammele man alle Kugelfunctior 
nen, die dasselbe n haben, und neane ihre Summe X", dann wird 
JC"* eine Function, die in Bezug auf 6 und tp naph dem Ausdrucke 
des §. 66 zur Gattung P" gehört, d. h. die ganz und vom n**" Grade 
nach coAi9j sin^cos^^^ sind sin V^ ist, und der partiellen Differential- 
gleichung 

genügt; man kennt auch diö allgemeine Form einer Function di6 
zur Gattung der P^ gehört, nündich 



m=» 



(6) ,.. £ I^(ci^fio&m^+lC^mtmfj)^ 



m=i) 



Es ist daher zu zeigen, dass eine Fuaction fi^^^) vieh auf 



/v 
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eine Art allein in eine Reihe 

{c) ... f{0, ^) tz: X*+.X'+X*+elc. 
entwickeln lässt^ deren n^ Glied X" zur Klasc^e der 
P" gehört. 

Ist dies bewiesen ; ist also bei gegebenem f die Fnnetion X* 
für jedes ganze nicht negative n bestimmt; so ''folgt nämifeh tin^ 
mittelbar^ dass auch die Coeffieienten von cösmi^ «nd sinm^ in der 
EntwickeluDg von JC* nach Sinus und Cosinus der VielfacheUi daher 
auch die c und k in der Formel (6) bestimmt sind. 

Um den Beweis zu Ähren zeigt' Aian zuerst mit Laplace*) 

XT"*8inÖrfi^ 

immer verschwindet, wenn m von n verschieden ist und F** irgend 
eine zur Chisse der P"* nach 6 und tp gehörige Function bezeich- 
net. Multiplicirt man dazu (a) mit Y'^&mddddip und integrirt in 
den Grenzen, so wird das — n(n4-l)fache des Tntegrales gleich 
einer Summe zweier Glieder, nämlich von 

J ^^J ^ -W^^' J ^V ^ — ö5 — ^^' 

U ^ U (J 

in denen nach zweimaliger Integration durch Theile, wie sie schon 
öfter in ähnlichen Fällen vorgenommen wurde, sich nur die Indices 
n und m gegenseitig umtauschen, so dass die Summe der beiden 
neuen Integrale das —»t(m+l) fache des gesuchten gicbt. Das 
w(n+l)fachc einer Grösse kann aber nur gleich dem m(m+l)fkcheh 
derselben werden, wenn die Grösse Null ist. 

' 'Wir verstehen imter y wie früher eine aus ö, öj, y — i^^ er fp 
durch die Gleichung 

cos y CS cos d cos d^ + sin Ö sin d^ cos y 
zusammengesetzte Grösse; indem jP*(cosy) selbst zur Klasse der P* 
gehört, schliessen wir weiter mit Laplace: Es ist 

J ^y^'^dö sin ö/"' Vp^(co»y)dv; a= O, 

ü 

so lange die ganzen Zahlen iit und n nicht gleich werden. 
*) Msmoiten vwip ITSS. . Sb 168. 
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ZweiienB Mch^i wir mit Le^endre-*) denWerlk voii/aaf 
wenn m s= ». Miltitrfioü't man dazu (fr) mit 

P" (cos y) ='Ü'( — 1 )"• al P« (cos Ö) PI (cos 6^ ) cos m{tp—tp^) 



und mit ftiiidiMdis^> sa wird nach Integration in den Gretasen, mit 
Htd£a Ton §. 72, p. 184, der Werüi tob / für m =* »i 

= ^^-^^"l"p:(cosö,)(c:co8mt^j+C8inmV;J 

d. h. '• ' , , mal dorn Werthe von JC* Wenn und u;- darin mit A 
2«4-l 

und t/^j vertauscht werden. Bezeichnet man diese Function, welche 

also von d^ und t|}^ abhängt wie J* von und t// mit ^*, so lehrt 

eine einfache VertauBchung der Buchstaben und ip mit 0^ und 

t/;, dass 

?!^y''*rfÖ,8inöy*'''jt"r(cosy)rfv;, = JC". 
ü ü 

Dieser Satz, verbunden mit dem vorigen über das verschwindende 
Integral, reicht wie man bereits aus ähnlichen Untersuchungen 
weiss hin, um die Einheit der Entwickelung von f nach Kugel- 
functipnen zu beweisen ; er giebt auch die Entwickelung selbst wenn 
sie überhaupt möglich ist. Vertauscht man nämlich in (c) die 
Grössen und tp mit anderen 0^ und tp^, so entsteht 

/•(ö, , tp,) = r +X'+...+X"+ etc., 
also niit Httlie unserer Formel 

Oft 4.1 /•» / 2;i 

(rf)... X-=^y dd.ünej /'(Ö,,V»)i^(co9;.)dV., 

I) 

wodurch der 8atz gewonnen wird: Eine Function /*((>, v) kann 
nur auf eine Art nach Kugelfunctionen entwickelt vi^er^ 
den. Nur und immer wenn 

(64)... 2-^J rfö.sinö.y AÖ.,v,)P"(co8y)dV. =MV), 

ist die Entwickelung möglieh. 

Soll untersucht werden ob ejne Function ({0,^) nach. Kugel- 
functionen entwickelbar ist, so hat man also die linke Seile voft (^) 



^t^mm^^m^f 



*) Memoiren yon 1789 6.48d. 
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au Vetracbten; stellt diese Summe eine ooftvergeate Reihe ver^ und 
ist die Summe der c^uTergentea lieibe geiuui f{0,tp), so wird f 
in eine nach Kugelfunctionen fortschreitende Beihe entwickelbar sein* 
Es zeigt sich unten, dass im Allgemeinen die Summe genau f{0, fp) 
giebt und nur in besonderen Füllen sich davon uiiterscheideB kann. 
Dirichlet bat in der mehrfoch erwähnten Arbeit *) den lüerl^ 
würdigen Beweis für die Möglichkeit der £ntwickelung oder für 
die Gleichung (64) gegeben, welcher hier wiederholt werden soll. 
Müsste nicht In unserem Werke nothweudig^ eine wesentliche Lücke 
bleiben, wenn wir es unterliessen, dieses Fundament für die An- 
wendungeo auf physikalische Probleme vollständig festzulegen , 90 
würden wir den Beweis von Dirichlet fortgelassen und nur auf 
ihn verwiesen haben; wer Dirichlet's Arbeiten kennt, weiss dass 
sie Muster auch der Darstellung mathematische^ Stoffe sind, und 

1 

selbst durch eine nicht wörtliche Mittheilung nur verlieren können. 
Der Verfissser wird daher wohl gerechtfertigt sein^ wenn er des 
Theil der Arbeit von Dirichlet, welcher nicht schon im Vorher- 
gehenden verwendet war, möglichst genau nach dem Werke des 
Meistei^s mittheilt. 

Einen anderen Beweis desselben Satzes hat Bonnet**) im 
17**^" Bande des Liouville'schen Journals veröffentlicht* 

§.99. Zunächst betrachte man einen besonderen Fall 
auf den der allgemeine sich in §. 101 ohne Bechnung wird zurück- 
bringen lassen, indem man ^ = setzt. Dadurch wird y von fp 
unabhängig und cosy i= cosö^; es tritt ferner P*(co8y) vor das in- 
nere Integrs^ io (64) als constanter Factor, und es verwandelt sieb 
m /A^ii Vi)^i» Wir machen zur Abkürauing 

Ü 

und dann geht die linke Seite von (64), wenn man den Integra- 
tionsbuchstaben 6^ mit 97 vertauscht, in eine Summe der Glieder 

*) Grelle, Jonm. f. Math. Bd.XVlI, Sur les s^ries dont le terlue g^e'ral 

**) Thbse de M^canique. Sur lo d^veloppement des fonctions en s^e« «r- 
doim^ Buiviuit les fonctions X« et Yn^ B. 2S6«^S00. 
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^^y" V(ij) f (cos q) sin ;? dl» 

Ü 

von n = bis » = oo über. Man bildet nun die Summe der ersten 
n Glieder dieser Beihe, die so lange n endlich bleibt natürlich im- 
mer existirt; es wird sich zeigen dass diese Summe mit wachsen- 
dem n einer Grenze zustrebt^ d. i. dass die unendliche Reihe eine 
Summe hat^ und dann dass diese Grenze, d. i. die Summe der un^ 
endlichen Reihe F(0) wird« Alles dies zu beweisen ist die Auf- 
gabe des gegenwärtigen und folgenden Paragraphen. 

Die Summe der ersten n Glieder, genauer von n~ \m nssn, 
bezeichne man mit S^, und zerlege sie in Sn ^ Tn^^Ut,, wo, wenn 
das Argument cos 17 bei den P fortgelassen wird, 

Tn Ä i/*>(i?) (?•+ P' + etc. +O810 V dfi 

Ü^ == /*"/ (17) (P' + 2F + etc. + nF") sin ndfj 


gesetzt ist. Man transformirt nun T und U weiter, indem man für 

die P die im §• 10 abgeleiteten Integrale einsetzt, und zwar in T 

das Integral (7) welches noch für n = gilt, in U d^igegen (8). 

Beschränkt man sich zunächst auf die Betrachtung von T so ist 

klar, dass nach der Substitution unter dem Integrale eine ti*igono- 

metrische Reihe 

l+2co8y+2cos2y+etc.+2cosiiy 

auftreten wird, deren Summe bekanntlich 

. 2n+l 
sin— ^9 



ist. Man hat daher 



s.n| 



q> . 2n+l 

C08^ sin— 5— y 



di]ainvF(t]) / =— £ dq> 

.1 -il V2(C08«)P-C08^ .$_ 



s,n- 
. . 2«+l 

/-> . -»"T ^"-2-y .^ 

•^ }f2(coan-waq>) gi^^ 

2 



ß 



^ II. TbeiL FtUiftet lUfit«!» S.^^64, 

hier lässt sich aber die Ordnung der Int^ration umkehren. Denkt 
man sich zur Ableitung der bekannten bei der Umkebrung anzu- 
wendenden HlUfsformel unter x und y gewöhnücb.e rechtwinklige 
Coordinaten, unter 0(x,y) eine beliebige contimiirliche Function 
von X und y, so kann man den Werth von 

&(x,y)dxdyy 

wo über alle x und y integrirt werden soll^ die in dem recht- 
winkligen und gleichschenkligen Dreieck liegen, dessen drei Eck- 
punkte X = 0, y = 0; X =^ a, y = 0; x = a, y = a sind, sowohl 
durch die erste als durch die zweite der beiden Formeln 

/ dxj Q{x,y)dy, J dyj Q(x,y)dx 

ausdrücken. Indem man statt der linken Seite der so gewonne- 
nen Gleichung die rechte setzt, transformirt man den ersten Theil 
von 2nTn, durch das umgekehrte Verfahren den zweiten Theil dieser 
Grösse; macht man dann zur Abkürzung 

rp fv F(tj) »in fidii 



v r^ioo9tp — eo»ti) 2 c/ 1^2 (cos 9 — 

Bo erhIÜt man die Gleichung 



. 2«+l 

(«)... n = ^y Jr(ff) -—dfp. 

sinj 

Die Function n{qi) wird nicht unendlich, so dass sich leicht 
die Grenze bestimmen lässt, der 1\ mit wachsendem n zustrebt 
Aus dem Satze über die Entwickelbarkeit einer Function iZ(<ip) 
von ^ = bis tp sz n nach Cosinus der Vielfachen von rp folgt 
nämlich (m. vergl. die Bemerkungen über trigonometrische Reihen 
im §. 10), dass n(qi) gleich 

16^-f 6jCOs^+6,cos2qp4-etc. 
gesetzt werden kann, wo 

6„ = — / /T(<jp) cos nq> dq) 
ü 
wird, dass also, wenn man für die b diesen Werth einsetzt, 

ib^•\'b^coBq>+etc,+bniiOBnq> 
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ttit waehBetidem n d«r Grenze n{q>), im «pecieHen FaHe für qp ^s- 0, 
daes 

mii.Wftcbsefidem n der Grenze JT(0) ausirefat D«rck Sobstilution 
dei- Wertha filr die b folgt hieraus endlidi, mit Hülfe der obM 
angewandten Formel ftlr die Summe 

das» 

. 2n+l 
fiin— ^— g) 






w sin -^ 

2 

als Grenze fftr n = oo den Werth 71(0) besitzt. 

Durch diesen Satz ist man im Stande^ T« zu bestimmen; es 
wird nämlich gleich ^77(0), d. h. , 

* • 



Anmerlc. Das obige Verfixhren kann man streng genommen 
nicht als Beweis dafür gelten lassen, dass (6) dem Werthe 11(0) 
zustrebt, indem gerade aus dem letzten Satze in der Regel be- 
wiesen wird, dass eine Function von ff in eine trigonoraetrilche 
Reihe entwickelt werden kann: man mag es also nur so auffassen, 
dasa es dazu dienen soll, auf den Zusammenhang des bekannten 
Satzes über die Mögliclikeit der Entwickelung in trigonometrische 
Reihen mit der Werthbestiramung des hier anzuwendenden In- 
tegrals (6) hinzuweisen. Selbstverständlich hat (6) filr w = oo 
auch noch den Werth 11(0), wenn il(qp) nicht unsere Function, 
sondern irgend eine andere endlich bleibende bezeichnet. Wegen 
der späteren Untersuchungen wird noch hinzugefügt, dass der 
Satz richtig bleibt, wenn H an irgend welchen Stellen 
zwischen und n zwar unendlich wird, aber so dass 

n{q>)dg> endlich und continuirlich bleibt^ so lange 



/ 





9^91. In der Tliat, es sei (f>t=yß eine solche kriti8c)ie Btelle; 
sind ferner e und C sehr Heine positive Grössen, so zerlege man 
das Integral (b) in drei Theile, den ersten von bis ^ — e, den 



SlO lU Th9il Ftefttt K$i§ii^ §, iO0,^i. 

sweiten TOB %ff^9 bis V^+j;, den dritten voti V^+C bis ü» Dw 

erste ist (s. u.) genau /T(0) (Ürn ss oo, der dritte genau 0, der zweite 

wird; wegen unserer Annahme mit ^ und £ zu Null convergiren. 

Was ilber den ersten und dritten Theil gesagt ist^ beweist^ man 

Mftf folgimde Art: Setzt man eine Funotioa /(9>) statt 11 {4p) m (b), 

so entsteht /*(0); nun sei f{q>) tob 9>=sö bis {p^^^e girich II(^), 

von da an 0, so wird 

. 2fi+l 

(I sin -2- 

Würde man aber ^(y) von <p = bis yssi/^+f gleich 0, von da 
an bis n gleich n(fp) setzen, so entsteht 

. 2n+l 

V+C sin ^ 

§. 100. Es bleibt noch l/« aufzusuchen. Wie oben angegeben 
wurde benutzt man für P" jetzt die Formel (8); und erhält dann 
durch Umkehrung der Ordnung im Integriren 

2 /*^ 

Utt 3CS — / 0{gi)(9\nq>-\-2ün2(p+etc.i-nfAunrf)ikp, 

u 
Ä/ \ ' V f'' F(tj)»infidri , V f^ F(i?) sin j^c/^ 

^(y)3tr _8in^/ . >*^ 1 ■ +COS~- / ■ / ^1 ' * ■ M- * 

y y2(co8i|p— cosi?) ^-jj y 2 (cos 1?— cos 9) 

Efi ist Gdf) eine endliche Function von fp, da es offenbar 
endlich bleibt^ so lange F{fi)f also so lange f{d, yi) nicht unendlich 
wird : aber im Anfang des §« 98 wurde sogleich angenommen^ dass 
f eine endliche Function sei. Ferner ist auch continuir- 
lieh nach fp: fUr die früher betrachtete Function ^7(9^) brauchte 
das Entsprechende nicht nachgewiesen zu werden , während hier 
der Differentialquotient &{(p) statt TT in einem Integrale wie (b) 
des vorigen Paragraphen erscheinen wird, und deshalb der NiMsh- 
weis erforderlich ist. Man vergl. die obige Anmerkung. 

9(^) bleibt continuirlich, wenn jeder der beiden Theile^ Reiche 
diese Function ausmachen^ also gewiss wenn Jedes der beidea durin 
yorkommendea Integrale dieselbe Eigea^cbaft besitzt.* Für eines 
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deraelben ioll hier 4«r Bemm gtfhhrt wetdto; wir wfthtea «lasli 
dai letzt«re^ und babeii rIbo z» zeigen, dtss mil abnehmenden « 

zu Null convergirt Das erste Integral «erlege man in eines von 
bis qf, welches sich mit dem zu Mibtrahirenden in eines von 
bis 9p verei^igt^ und in 



r 



+• F(f;)sini?rf»; 



bezeichnet G den grössten Werth von F(»;) innerhalb der Inte- 
grationsgrenzen, so ist das letztere Integral 

< G . [y2(co8iy-co8(yH-*))]J[^^ 

<2e/sini-8in(9+|> 

verschwindet also für < = 0. Es bleibt noch das von bis (p zu 
nehmende Integral; welches mit negativem Vorzeichen 

•j| ^y 2 (cosiy — cos 9?) ^2 (cos 17 — cos(<p4- «)) ^ 

ist. Wiederum s^i 6 der grüssie Werth von F{ri) in den Grenzen 
der Integration; der Factor von F(^) unter dem Integrale bleibt 
immer positiv, da cosiy — cosgxCcosiy — cos(<|> + «), so dass das 
Integral kleiner wird als der Zablwerth von 

C.[|/2(co8i2 —cos 9) — }^2 (cos 17 — cos (y + «))]" y 
oder was dasselbe ist, kleiner ak der Zah(werth von 

Das Integral verschwindet daher mit «. 

Auf ähnliche Art beweist man die Contimiität des zweiten In- 
tegrales in @, also die von Q selbst. 

Ehe man die weitere Untersuchung von U selbst beginnt, ist 
es zweckmässig, um spätere Unterbrechungen zu vermeiden, die 

drei Werthe 

ö(0), e{n\ »(0) 

aniEusncliiB ; dte beiden ersten Aosdrttoke verfitehwinden, wie man 

B«gleidb aiehi. Beaeiclmet man filr deb Augenblick die beiden in 
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9 vorkatiiiMnden lotegrale mit r und «ao wird 

also da s für ^ s» yerscli windet^ ^(^) gleich 

. . -¥+^' (^ = «)' 



wenn 



-r- ftir ijp = endlich bleibt. Es ist nnn ^ fttr 9) = gleich 






V F(.;)siniydi? ^^ ^ ^^. 

*^ y2(co8iy — cosy) 

bezeichnet Jlf einen Mittelwerth vonF(i?) zwischen iy = bis i!;==5P, 
so ist dieser Ausdruck 



jU sin f- 

= ~[|/2(cosi?-cosijp)]5;==2Jlf-^, ((^ = 0) 

dr 
also gleich F(+0). Auf ähnliche Art ergiebt sich dass j- für 9?t=Ö 

endlich bleibt; sein genauer Werth ist nicht erforderlich. Man er- 
hält also 

6>' (0) = F(+ 0) - ifPin) cos J d,. 



Wir gehen jetzt auf deu Werth U^ zurück^ d^r sich nach In-, 
tegration durch Theile, welche vermöge der Ooutinuität von 0(^). 
gestattet ist^ in 






A(p 



= ^/- 



. 211+1 
sin— g— SP 

(V) dy 



verwandelt; so dass 

oder S» s= Tod + I/qo gleich F(+0) wird« Bb Jst hierdurch das am 
Aafi^giBi des f.99'ai^egebeiie.Eeitiltat btwieMii^ däss Kümlich die 
Bleibe welche durch die linke Seite von (64) dargestellt «ird^ ftr 
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= wenigstens, convergirt und 



2« 





als Summe giebt. Sie liefert also für = im Allgemeinen nicht 
den Wertli der rechten Seite von (64), der f(p,%p) sein würde, 
sondern den sogenannten mittleren Werth von f(0,\p), der mit 
f(0, ^) übereinstimmt, wenn /"(O, tp) von t/; unabhängig ist Unter 
mittlerem Werthe irgend einer Function xWj (0<V'<2fr), ver- 
steht man nämlich das von tp unabhängige G-lied bei der Entwicke- 
lung von xivd ^^ ®5ne Reihe, welche nach Sinus und Cosinus der 

Vielfachea von tp fortschreitet, oder was dasselbe ist — / x(}P)^% 



oder endlich das arithmetische Mittel der Ordinaten ;f(0), ;i;f — j, 







( — \ etc. x(^^) ft^ « = oo. 



§• 101. Ohne weitere Kechuung gelangt man mit Hülfe einer 
geometrischen Construction zum Resultate im allgemeinen 
Falle« Man denke sich auf einer festen Kugelfiäche mit dem 
Radius 1 einen festen Punkt A, und durch diesen einen gleichfalls 
featen aber nur nach einer Richtung von A aus verlängerten Bogen 
eines Hauptkreises ^£ gelegt. Dieses Coordinaten- System bestimmt 
jeden Punkt S der Eugelfläche durch den Bogen AS eines Haupt- 
kreises (^^), den man gleich 0^ setze, und den Winkel BAS = ^p^^^ 
der zwischen und 2n gezählt wird. Man weiss, dass das Element 
der Eugelfläche Bm0d0dtfß ist, während 



der mitdere Werth der Function /"(Öj, ^,) aus allen ihren Weriben 
wird, die sie auf einem Parallelkreise mit dem sphärischen Radius d^, 
von A aus gerechnet, annimmt. Wird f für ö^ = von ^^ unab- 
hängig, so würde 

u 
der Werth von fißa^i) im Punkte A selbst sein, während (6) im 

Heioe, Handbuch d. Kugelfünctionen. Jg 
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Allgemeinen das arithmetiacbe Mittel aus allen Werthen ypn fifj xp^) 
für einen unendlich kleinen sphärischen Radius b vorstellt 

Man vergleiche nun die Function X in §. 98 im allgemeinen 
Falle und im besonderen d = 0. Beide Ausdrücke sind Integrale 
oder Summen von Gliedern; jeder von ihnen enthält das Element 
mnO^dd^dipi aller Punkte S der Oberfläche^ ausserdem den Factor 
fißiyV^i) ^^^ ^^^ ^icb ^I^ Dichtigkeit im Punkte &^^ %p^ oder S 
vorstellen kann: es kommt nun noch ein Ausdruck hin^u, der im 
zweiten Falle Function der sphärischen Entfernung £»^1 des Fudsles 
S vom Anfangspunkte ist, im ersten Falle dieselbe Function der 
sphärischen Entfernung SC von einem Punkte C, dessen Coordina- 
ten Ö, ij) sind. Femer beachte man, dass bei der Integration die 
Gettalt der Elemente vollkommen gleichgültig ist, in welche man 
die Kugel theilt; heisst also das einem Punkte S angehörige Ele- 
ment dia, so sagt unser in den beiden vorigen Paragraphen be- 

wiesen er Satz: Die Beihe, deren «*" Glied gleich ist --j — mal 

einem gewissen Integrale über die ganze Oberfläche der Kugel, 
dessen Element besteht aus 1) dem Elemente der Kugel dw fm 
Pönkte S multiplicirt mit dem Werthe einer gegebenen Function, 
einer Dichtigkeit, im Punkte S; 2) einer Function P* der sphäri- 
schen Entfernung des Punktes S von einem festen Punkte A; — 
diese Beihe ist convergent, und hat als Summe die mittlere Dich- 
tigkeit im Punkte i4, das Mittel für alle Punkte genommen, welche 
auf einem mit dem unendlich kleinen sphärischen Badius i von A 
aus beschriebenen Kreise liegen. Da bei dieser Art, das bewiesene 
Besultat auszusprechen, die ursprüngliche Eigenschaft des Punktes A, 
dass er Anfangspunkt des Systems ist, nicht mehr zum Vorschein 
kommt, 80 kann man den Punkt A durch C ersetcKen, und findet 
so, dass die linke Seite von (64) auch im allgemeinen Falle eine 
convergente Beihe bildet, und dass ihre Summe der mittlere Wertb 
der Dichtigkeit in C, oder der Function f{d^ y'qj^) i}jiV 6 :s^ 6^y tp = yr, 
wird, wenn nämllcli das Mittel ans allen Werthen genommen wird, 
die diese Function für die Punkte eines mit dem unendlich kleinen 
sphärischen Badius s um 0, iff beschriebenen Krj^ii|es erhält. 
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Bleibt f{6y ^) für alle unendlich kleinen Veränderungen von d 
und tp continuirlich; so wird die Summe auf der linken Seite von 
(64) dalier genau f{d,%fi). 

§. 102. Die Methode^ welche die Verallgemeinerung im §. 101 
verschaffte; ist von hoher Wichtigkeh bei der Betrachtung von I6ei- 
hen^ in denen die Fonction P*'(go8^) auftritt. Diriohlet hat sie 
später wieder aofgcnommen; um die verschiedenen Fälle zu unter- 
suchen; welche vorkommen können ; wenn aus dem für die Ober^ 
fläche ' der Kxigel gegebenen Potentiale nach den Prinzipien von 
Gauss und Green eine entsprechende Vertheilung von Masse auf 
der Kugelfläche aufgesucht werden soll*). 

Wir verlassen den Gegenstand mit einer Anwendung auf den 
Fall, in dem f{dy tp) von tff unabhängig ist, sich also auf eine Func- 
tion f{d) von allein reducirt. In diesem Falle wird 

u 

= /'(öj)P"(cos(?)P"(cosöj); 
also giebt dann (64) das für Functionen einer Veränderlichen f(&) 
geltende Beaultat 

n=oo 0*t 4-1 /* ^ 

f{ß)=£ f!!Zir(cosö)/ f(d)F^{coB0)d0, 
auf welches bereits im §. 13 hingewiesen wurde. Setzt man nämlich 



2 



wo nun An eine von 6 unabhängige Constante bezeichnet, so sagt 
die vorstehende Formel, dass die zwischen ö = 0.und ö = ti: end- 
lich, bleibende Function Y(^) ^^ ^^^^^ Reihe 



11=90 

2 



2 An P'(co& 6) 



entwickelt werden kann, die nach Kugelfunetionen der einen Ver- 
änderlichen 6 fortscheitet, und giebt zugleich den Ausdruck der 
bei der Entwickelung vorkommenden Constanten, wie er §. 1& ge- 
funden worden war. 



*) Ueber einen neuen Ausdruck zur Bestimmung der Dichtigkeit einer un- 
endlich dünnen Kugelschale , wenn der Werth des Potentials derselben in jedem 
Punkte ihrer Oberfläche gegeben ist. Geles. in der Akad. d. Wiss. am 28. Nov. 1850. 

18* 
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Zugleich lehrt aber die soeben vollendete Untersuchnng^ wel- 
chen Werth die Beihe 

^"4„P*(C08Ö) 

vorstellt; wenn an irgend einer Stelle f{6} einen endlichen Sprung 
macht: sie ist dann das arithmetische Mittel von f(6+0) und f(0'-'O)f 
wenn, wie früher ; diese Zeichen auch hier die beiden zu dem be- 
treffenden 6 gehörenden Werthe der Function f(0) vorstellen. 

Im allgemeinen Falle ; wenn die entwickelte Function f(0,tp) 
beide Argumente 6 und tp enthält, hat man den Ausdruck 



«=» 



f{d, it,) = £ x", 

11=0 

wo X* durch p. 265, d gegeben ist. Man sieht leicht ein, dass 
dieser Ausdruck (d) in der That die Form von p. 263, b hat. Setzt 
man nämlich in (d) für P"(cos;') seinen Werth (49, a) auf p. 175, d. h. 



tn—n 

i** _» r»» 



^(-ira:P:(cosÖ)P:(co8ÖJco8m(V'-V'i); 

m=(J 

so entsteht auf der Stelle 

(65) ... X" = -S K(cos6)[clcoBmtff+klB\nmfl 
wenn die Constanten c und k durch die Formeln gegeben werden : 
(_l)«c: = ?^ al/''dd,fAne,KicoBd,)/"y(6, , tp,)co8mv/.d^, , 

(_1)-ä: = !^ (C./'"dd, Bin Ö. K (coB 6, )r''fiP, , % ) »in mxp, d^, • 

J) Ü 

Sind die einzelnen Grössen X** fttr alle und ^ gegeben, 
so kennt man die entwickelte Function f(ß,^)] es ist leicht ein- 
zusehen, dass man die X**, und daher f{0,\fj), für alle d und tp 
finden kann, wenn sie für einen Werth von und alle tp, oder 
für alle d und zwei Werthe von ^ gegeben sind. 



B. Anwendung der Kugelfunctionea 



I. Mechanische Quadratur. 



5... Bezeich...A.).„..wi.oh».= -..na.= +. 
beliebig gegebene einwcrtbige und continuirliche Function von x, 
so lässt sich nach Lagrange 's Formel eine ganze Function (p{x) 
immer so bilden, dass sie für n Werthe von a?, welche ganz will- 
kürlich gewählt und durch a^, a^, etc. ce„ bezeichnet werden, mit 
f{x) übereinstimmt. Setzt man 

(1) . . . ip(x) = (a; — aj(a? — a,)etc.(a;— «,»), 

(1, a) . . . flp(aj) = 

so ist nämlich fp{x) eine solche Function. Denn die durch (1, a) 
gegebene Function ist offenbar ganz und vom (n— 1)*^" oder einem 
niedrigeren Grade; sie verwandelt sich ferner für x = a^, «,, etc. «« 
in f{ct^)j fi^z) etc. A(a»). Es soll nun gezeigt werden, dass keine 
andere ganze Function <l>{x) existirt, welche für dieselben n Werthe 
x=:aj, ftj, etc. or« mit f(x) übereinstimmt, und zugleich von 
nicht höherem als dem («—1)*®" Grade ist^ so dass wenn 
überhaupt eine Function diese Bedingungen erfüllt — und (p(x), 
wie es durch (1, a) bestimmt wird, erfüllt sie — diese die einzige 
ist. Wäre nämlich auch '!*(«,), *(««) etc. gleich f(a^), /*(«,) etc,, 
so rattsste ^(a?) — <jp(a?) durch a?^«,, x-^a^ etc., also durch ilj{x) 
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theilbar sein, was nur geschehen kann wenn CP(x) = <ip(^); weil 
der Grad von yj genau n, der von und €f höchstens n — 1 ist*). 
Der Ausdruck ff(x) kann ein Näherungswerth von f{x) ge- 
nannt werden; was so zu verstellen ist, dass bei hinreichend grossem 
n, (wenn nur die a nach solchem Gesetze gewählt werden , dass 
sie sich überall auf der Abscissenachse in dem Intervalle von — 1 
bis +1 häufen, und kein Raum von beliebig kleiner Ausdehnung« 
bei hinlänglich grossem n bleibt, in welchen kein a fiele) f{x)-^if(x) 
von a? = — lbisa;=+l beliebig klein bleibt. Es folgt dies aus 
ganz bekannten Prinzipien, indem f{x) nach der Annahme, ^{x) 
als ganze Function continutrlicii bleibt. Stellt . man / und <]p auf 
gewöhnliche Art geometrisch als Curven dar, so muss auch die 
Fläche des zwischen f und (p liegenden Stückes mit wachsendem n 
beliebig klein werden, so dass, wenn man 

/ f(x)dx—'l g>{x)dx = D 
—1 —1 

setzt, D mit hinlänglich wachsendem n beliebig wenig sich von Null 



*) Im -53*«>^ Bande des Borohardt'sohen Journals theilt ThebjcheT 

S. 286 eine, nach der Angabo im Journal, am — 4; ; — 18^4 in der Petersburger 

1. November 

Akademie gelesene Note mit, welche eine höchst interessante, übrigens aus ein- 
fachen Sätzen über Kettenbräche leicht zu verificirende, noch von Niemandem 
früher bemerkte Transformation einer solchen Function (p enthält. Denkt man 

1//' (x) 1 
sich nämlich . ; , in einen Kettenbruch entwickelt, bezeichnet fer- 

^»"^^, + etc. 
ner durch N^, N^y etc. die Nenner der Näherungsbrüche dieses Ketteabruc{is,, durch 
jl, , A^f etc. die Coefficienten von j? in (/^ , q.^ , etc. , so wird 

if{x)^A^S f{ttfn)—A^h\{ai) 2 J^Mm)f{am)+A,N:^{x)2 iV, (am) f(««) - etc. 
• tn—l m=l m=l 

Folgen die a — fährt Thcbychev fort — sich in unendlich kleinen Zwischen- 

x-\- 1 
räumen, so wird der Kettenbruch bis auf unweseixtlic)ie Unterschiede log, 

geben, während die N sich in die /' verwandeln; (^ (j?) . stimmt dann von a?s=s — 1 
bis a7sB-|-l mit f(x) überein, und man erhält die Entwickelung von f{x) nach 
Kugelfunctionen. Seitdem wurde im Liouvill ersehen Journale, Deuxi^me S^rie, 
T. tu, pag. 289 eine grössere Arbeit von demselben Yer^üsser tber diesen Otgen- 
stand: Sur les fractions continues par M. Tchebichef, traduit du Russe par 
M. I. J. Bienaym^, pr^sent^ le 12. Janvier 1855 k TAcad^mie imperiale des 
0cieilc6s de Saint -P^ersbourg veröfientlicht , dem endlich auch Rouch^ eine 
eigene Abhandelung im Cah. 37 des Polytechnischen Journals gewidmet hat« 
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unterscheidet, oder / rp{x)dx ein Näjierungswerth des gesuch- 

—1 ' ' 

ten Integrales / f{x)dx ist. 

Drei Dinge fassen wir in*8 Auge, von denen die Grösse D 
oder die Anaäherung abhängt, die man erreicht; wenn man statt 
des gesuchten Integrales ^ welches f enthält ^ dasjenige nimmt, in 
welchem f durch <p ersetzt wird. Es wird der Grad der An- 
näherung durch Wahl von n bedingt; d. h durch die An- 
zahl der Abscissen x^==^ a, fiir welche man Ordinaten f{x) berech- 
net, um €f[x) zu bilden: wir sagen kürzer, man interpoKrt aus 
n Wertben. Zweitens hängt er von f selbst ab : ist ss. B» / 
eine Function vom höchstens (n — 1)***" Grade, so wird /* genau gleich 
(p wenn man aus n Werthen interpolirt und /> ist genau Null, so 
dass durch Interpolation aus mehr als n Werthen eine grössere 
Näherung nicht erreicht wird. Ein dritter Umstand, der aber erst 
ia den späteren Paragraphen sorgfältiger betrachtet werden soll, 
von welchem der Wcrth D abhängt, ist die Wahl der Abscis- 
sen a« Man übttrsiebt, dass je nachdem eine Curve («--r-l)*«» Grades ff 
durch diese oder jene n Punkte von f gelegt wird, gana verecbi»- 
dene Werthe von D entstehen können; die aweek massigste Wahl 
der Abacissen wird also von der Natur von f abfaängen» Ob maa 
f gena« kennen mnss; um zu bestimmen, welche AbscisseB am 
zweckmässigsten gewählt werden, oder ob ea z. B« sehen genügt 
zu wissen, dass f in eine schnell convergirende Potenareibe eiti- 
wickelbar ist, wird sich später zeigen; das Prinzip ist aber 
festsnbalten, dass nur solche Methoden brauohbar 
sind, bei welchen die Wahl der a nicht von der beson- 
deren Natur von f abhängt. Bestimmt man nämlich ein für 
alle Ma) welche a man fUr jedes n .wählen will, so kann man eine 
Keihe numerischer Werthe im Voraus berechnen und in Tafeln brin- 
gen und dadurch, wie sich sogleich zeigen wird, die Rechnung we- 
sentlich abkürzen. 

Bildet man mit Hülfe von (l; ä) den Näherung^werth für das 
gesuchte Integral, und setzt 



J82 Q n Ä d r • l n r. §• 1, 2. 

80 wird derselbe 

(2) . . . J^\{x)dx =^ Äj(a,)+Ä^f(a,)+ etc. +Ä.f(a.). 

Seist man fest, welebe Abscisften a Air jedes n gewählt werdea 

sollen, so ist für jedes n auch tp{x) und ebenso —^ — — von vorn 

berein bestimmt; als ganze Function von x kann dieser Ausdruck 
zwischen beliebigen 'Grenzen^ z. B. —1 und +1 genau integrirt, 
also Am im Voraus berechnet werden. Ist dieses geschehen; so 

yvirä die Interpolation des Integrals / f{x)dx aus n Abscissen 

nach (2) nur n Mukiplicationen bekannter Wertbe A mit ^u. be- 
rechnenden f(a) und ebenso viele Additionen erfordern. 

Dies ist die Methode, durch welche, nach Angabe von Gauss*) 
CotesiuB in der ^Harmonia mensurarum^, mit Benutztmg der Vor- 
arbeileii von Newton, die bestimmten Integrale angenähert findet. 
Cotesius wählt die Abscissen so, dass fiir ein jedes n die Grössen 
^ff «!> etc« a» in arithmetischer Reihe fortschreiten, und giebt in 
e{o0r Tafel, die in der vorerwähnten Arbeit von Gauss über tnecha- 
Bische Quadraturea abgedruckt ist, die Werthe der A von « a? 2 
bis « BB 11. In dem loteten Falle z* B. sind die Abscissen m .g\mc\ 

— 1,0; —0,8; —0,6^; etc. +0,6; +0,8; +1,0* 
Man kann übrigens leicht zeigen, dass bei solcher Wahl der a für 
ein gerades n die A paarweise gleicli sind, für ein ungerades mit 
Auinaliroe von i4n+i > dem mittleren Gliode. In der Tbat zeigt sich 

2" 

leicht dasB A^ = An, etc. allgeniein dass -4« = An^t^m ist. Berück- 

2 

sicfatigt man nämlich, dass a, =» —1, a, :?= — 1 + -^ — t, «*«•> dÄss 

allgemein < 

m '~- 1 

n — 1 

yf (x) = (a; — a J (a? — a«) {x — a^)(x — a»«i) etc., 



^) M^thodus novi^ integraliura valores per approximationem mveniendi. 
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80 Wird geftraden 

tp(x) = (a? — ttj)(ir + Ä,)(ap— «,)(!?+«,) etc., 
wo das Pfodüct für ein ungerades n mit dem Factor x schKefist, 
der keinen zugehärigen besitzt. Dadurch entsteht 

also wenn man nach x differentiirt und dann ^ x= ctm setzt 



"*"+'-- vkt/ ^/^- 



Wird — x statt x als Veränderliche eingeführt, so verwandelt sich 
die rechte Seite in A^» 

An merk. Was oben über die Tafel von Cotesius gesagt 
wurde Ist nicht ganz genau, indem dieser Autor sie für den Fall 
gegeben hat, dass man Integrale zwischen den Grenzen und 1 
berechnet, also die a in arithmetischer Kcihe von bis 1 zunehmen 
lässt. Es bedarf zur Reduction der gegebenen Tafel auf die für 
unsere Darstellung anzuwendende nur einer unbedeutenden Rech- 
nung. Um im Folgenden die in der Theorie entwickelten Formeln 
unmittelbar gebrauchen zu können haben wir uns die erwähnte 
Veränderung erlaubt. 

§. 2. 'Der Grad der Näherung bei dieser Methode, wenn man 
die a ^^ieder allgemein nimmt, lässt sich berechnen, so oft man 

/ f(x)dx genau angeben kann: interpolirt man aus n Werthen, 

80 wird er offenbar durch 

(3) . . . D = rf(x)dx - T^./*(a,) 

ausgedrückt. War f{x) vom höchstens («-*1)*®» Grade, so ist wie 
man schon weiss, der Fehler i> = 0, und zwar bei willkürlich ge- 
wählten a, weil dann ^(a?) = f(d?); der Fortschritt, welchen 
man Gauss in der oben erwähnten Arbeit verdankt, be- 
steht darin , dass er gezeigt hat, wie durch angemessene Wahl der a 
unabhängige von der besonderen Natur von /*(x), noch der Fehler 
verschwindet, wenn f(x) auf den (2«— l)**"" Grad steigt. Geome- 
triseli betrachtet hat also Gau ss nachgewiesen : Bestimmt ^lan n Ab* 
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Bcissen a von —1 bis +1 auf gewisse Art, und wählt beliebige 
n Punkte mit diesen Äbscissen; legt dann eine beliebige Curve höch- 
stens vom (2i»— 1)**" Grade f(x) durch diese n festen Punkte; so 
bleibt für jedes andere f{x) der Flächenraum derselbe, welcher durch 
die Curve, die Äbscisseoachse, und die beiden Ordinaten in den 
Punkten deren x gleich —1 und gleich 1 ist, begrenzt wird. 

Der Bequemlichkeit halber bezeichne man den Fehler, welchen 
man bei einem bestimmten n und festgehaltenen a begeht, wenn 
f(x) die Function ist, deren Integral man berechnen will, also das 
D der Formel (3), vollständiger durch Df(x), so dass wenn F{x) 
eine andere Function, c eine Constante bezeichnet 

D{f(x)+F{x))^ D(fx)+DFix) 
D(cf(x)) =r cDf(x) 
wird. Stellt f(x) eine ganze Function oder eine Ileihe vor, so wird 
sich Df(x) aus Grössen Dx^' zusammensetzen lassen. In der That, 
ist f(x) in eine von x = — 1 bisa; = +l convergente Beihe ent- 
wickelt 

fix) = b^+b^x-i b^x*+eic., 
80 wird 

Df(x) = b'^Dl+b^Dx+b^Dx^+eic, 

und verwandelt sich, da Dx^ bei den gewöhnlichen Methoden ver- 
schwindet wenn p<Cn, bei der Gaussiscben noch wenn p<C2n, 
bei den gewöhnlichen Hethoden in 

Df(x) = 6« Da;»» + bn+i Daf^^^ + etc. 
bei der Gaussischen in 

(4) Df{x) = 62«2>a;'«+62n+iö^''^Hetc., 
hängt also in (4) nur von entfernteren b als in der vorhergebenden 
Gleichung, nämlich von 63«, 62/1+1, etc. ab. Da die Reihe conver- 
girte, so wel'den die b um so kleiner, je weiter man sich vom An- 
fange der Beihe entfernt, und bei hinlänglich grossem n wird 
^21», ^i^+i; etc. beliebig klein. Im Allgemeinen, kann man also 
sagen, muss bei der Gaussischen Methode der Fehler geringer 
sein als bei anderen, in welchen die Abscissen m beliebig gewählt 
wulrdtn, er also scbon von bn, i»+i> ^tc. abhängt. Man darf aber 
nicht ausser Acht lassen, dass die Grössen D in der unteren Glei- 
chung (4) .andere sind ale in der oberen, weil sie sich auf andere^ » 
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beziehen; cIass also oben Da^ kleiner sein kann aU dasselbe Glied 
unten: es wäre möglich, dass oben die Art, auf welche die a ge- 
wählt wurden, solche D schafft, welche gerade eine besondere Be- 
Ziehung zu den b haben, und dass sie die Summe der Reihe be- 
sonders klein macht. Wir wollen uns deshalb über die Näherung, 
welche durch die Gaussische Methode erreicht wird bestimmter 
ausdrücken, indem wir sagen: Durch Interpolation ans n Wer- 

then wird / f(x)dx genau^ vermittelst (3) ausgedrückt, 

wenn f(x) vom höchstens (2«— 1)*^" Grade istj ist /(«) in 
eine convergente Beihe entwickelt, so gehen in den 
Fehler nur 62», 6211+1, etc. ein. Welchen Einfluss diese einzel- 
nen (abnehmenden) Grössen haben, wird unten gezeigt werden. 
Bei der Methode von Cotesius wird das Resultat bei einer Intern 
polation aus n Werthen ein solches sein, welches man aus dem 
eben angegebenen abliest, wenn man überall 2n mit n vertauscht. 

§. 3. Die erste Aufgabe, welche zu lösen ist, besteht in 
der gehörigen Bestimmung der a, die nach §. 2 so auszuwählen 
sind, dass Df(x) verschwindet, welche Function (2n — 1)**" Grades 
auch f{x) sei. 

So lange f(x) nicht den n**" Grad erreicht, wird offenbar q>{x) 

nach (1, a) berechnet gleich f{x). Diese, schon §. 2 angewandte 

Gleichheit, folgt unmittelbar daraus, dass sonst /"(o;) und^(x) zwei 

verschiedene Functionen vom höchstens (n — 1)*®" Grade wären, die 

für n Werthe von x übereinstimmen, was (§. I) unmöglich ist. Ist 

aber /*(a?) von höherem^als dem (n— 1)*®" Grade, so muss f(x) — 9(^), 

da es für a? = «,, a^, etc. verschwindet, immer vorausgesetzt dass 

die a verschieden sind, durch r()(x) theilbar sein: der Quotient 

f{x) — (p(x) 
tp(x) 

ist eine ganze Function vom höchstens (n— -1)*®" Grade, wenn f(x) 

den (2«— 1)*«" nicht überschreitet. Jede solche Function /"(a?) hat 

also die Form 

f(x) = g>{oi!)+ip{x){a^+a^x+eic.+an^ix''-^)] 

giebt man den Constai^en a alle möglichen Werthe, so hat man 
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alle npöglicbeo f{w) vpin böchaieus (2«— l)***? Grade, die sieh für 
0? =: «j ; a,, ete. in fe^te Grössen f{a^)J f{a^) etc. verwandeln. 
Es wird also 

Df(x} = / tp{x) (a^ + a^x + eic. + an^ix^-^jdx^ 
—1 

und soll dieser Ansdruck für alle möglichen f, also für alle €$^, a^^ etc. 

verschwinden; so mass iff{x) so beschaffen sein; dass 

•1 
x^tp(x)dx = 

—1 

v«n »=5=0, bis «1 = 11—15 und umgekehrt. Ein solches ^(a;) war 
bereits im §. 63, p. 163 — 166 geftinden, nämlich 

t^(^) = P;(a?); 
P"(aj) =rs bat anch n verschiedene reelle Wurzeln a zwischen —1 
und +I7 so dass man folgendes Resultat erhält: 

Sind «,, «2, etc. a« die Wurzeln der Gleichung P*{x)=^0, 
und setztmän 

tp(x)=F^,{x), 



f 



so wird 



f{x)dx- £ A^fitt,) 



—1 

verschwinden, so oft f{x) den 2«**^" Grad nicht erreicht 

Hiermit ist die Aufgabe dieses Paragraplien gelöst; man kann 
noch hinzufügen, dass die A hier dieselbe Eigenschaft wie bei der 
Methode von Cotesius haben, dass nämlich A^=Anf A^=Ax^2f etc. 
wenn die Wurzeln « der Grösse nach von — 1 bis +1 geordnet 
sind. Der Beweis hierfür stimmt mit dem früheren im §. 1 überein; 
es ist nämlich «, = — a«, a, = — a»_i, etc., so dass bei geradem 
n die Wurzeln paarweise gleich und entgegengesetzt sind, während 
bei ungeradem n eine Wurzel allein steht. Es wird also 

aber "^i^) = (—lyipi—x), folglicb Am =f An^t:-^m* 



/ 
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§• 4. Wir geben jetzt zur zweiten Aufgabe, der Be- 
rechnung des Fehlers über^ den man begeht^ wenn man bei 
dieser Wahl von tffix), während f{x) nicht mehr vom höch- 
stens (2w — 1)*^" Grade, sondern eine dfirch die Beihe 

f(x) = bQ + b^x + \x*+ etc. 

gegebene Function ist, 

'1 
f{x)dx 

gleich setzt 

Die a und A bezeichnen hier dasselbe; was sie im §. 3 vorstellen. 
Indem man hierzu (4) benutzt, hat man Dx^ zu untersuchen, wenn 
p > 2«— 1; ist p <2n so wird Dx^ = 0. 

Macht man in (3) f{x) ^=^ x^, so ist genau 

•1 2 

f(x)dx = — ' — , 

wenn p eine gerade Zahl^ gleich wenn p eiae ungerade Zahl 
bezeichnet. Der Fehler ent^teht^ indem statt di$s^ Wertfae 

gesetzt wird; fdr ein ungerades p ist aber diese Grösse Null, weil' 
die Glieder bis auf ein für ungerade n vorhandenes mittleres, wel-. 
ches aber mit ö'' oder multiplicirt isl und deshalb fortf&lll, gleicb- 
und entgegengesetzt sind. Man hat also 

(5) ... D(a?P^^) = 0, 



/ 



(5,«)... Dx^P^^^-jA^^V:, 

(5, 6) . . . Df{x) = KnDx^ + 62«+»Z>af'«+' + fe«+42>a:'"+«+ etc. 

Den Ausdruck für die Fehler Dx^P kann man in einer eleganten 
Formel vereinigen, indem man (5, a) mit a—'P— ' multiplicirt, wenn 
z eine liinlänglich grosse aber sonst willkürliche Grösse bedeutet, 
and von big oo nach p summirt. Dadurch entsteht , 

^J" s-»P-» Da?P = log ^ij - 5D (a) , 
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W I 

■ 

wenn 

gesetzt wird; die rechte Seite log— — — ©(ä) ist dann, wie man 

sich auszudrücken pflegt, die erzeugende Function der Fehler, in 
so fern der Factor von »-'/'—* bei ihrer Entwickelung nach ab- 
steigenden « genau Dx'^'' giebt. Diiise Function gestattet noch 
weitere Umformungen, die sie unmittelbar mit den Q in Verbindung 
bringen. Betrachtet man dazu A wie es p. 286 gegeben ist n&her, 
so lässt sich das darin vorkommende Integral 

dx 






—1 
mit 17 (a) vertauschen, wenn man 

'^j»:(x)-i^(«) 



w =/ 



dx 



X — » 
1 



setzt; denn fUr s = a verschwindet i^(«). Es ist aberi7(») eine 
gSDze Function (f»— 1)'^" Grades von z, Iftsst sich also durch die- 
Lag ränge' sehe Formel (l,a) iblgendermassen dafstellen: 



t=n 



m=l i^ («m)l» — «mj 

BSer beseichaet P^(nn) den Diflferentialquotienten von J^(s) nach s 
für « = «m« Berttcksichtigt man das oben über f;(o) Gesagte, «nd 
dasfl P*(^m) = '^(a^ i»t, so findet man 

A^ 



m=an 



Da aber die n Grössen — a^ mit den ebenso vielen a« überein- 
stimmen, so wird auch 

also fi{%) die halbe Summe beider rechten Seiten, d. h. 

m- 



1=1 » — «i 

Auf diese Art ist ein neuer Ausdruck für ©(is) entstanden, nämlich 

®(») = -ii-i; 
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aber ^/(s) läsat sidi in 

ako nach (24) auf p.86, !D(«) in 

/TS/ X 1 » + 1 o 1.2...« 0*(ä) 

▼erwandeln. Hierdurch hat man eine neue Gestalt für die 
erzeugende Function der Fehler^ nämlich 

W..- ''l.3...{2«-l)^-V(a)' 
die man übrigens noch vermittelst der Gleichung (a) des §. 64 in 

eine andere verwandeln kann, welche statt Q"" den loir r und 

Z», den dort vorkommenden Zähler eines Kettenbruchs enthält: mit 
diesen Ausdrucken^ welche uns dem Ziele nicht näher fUhreU; be- 
schäftigen wir uns hier jedoch nicht weiter. 
Es kommt darauf an, (6) oder wenn man 

— 2 / 1.2...n Y 
KV ••• ^~2ii + lVl.3...(2«--l)/ 

setzfy 

'"-2(b::Tr ''''"'+**''• 

in eine nach i5 absteigende Reihe zu entwickeln; der Anfang der* 
selben ist 

Die Coef&cienten der verschiedenen Potenzen t~^P^^ dieser erzeu- 
genden Function geben unmittelbar die Fehler Dx^p, so dass 

wird, während, wie man auch schon früher wusste, die Fehler 
▼on niedrigeren Poteneen der Grösse x fortfallen. Hieraus erkennt 
num^ dasa der CoefiGcient 62« in f(x) bei einigermassen grossem n 
einen sehr geringen Beitrag zu dem Fehler Df{x) liefert, näm« 

Heine, Handbuch d. Kugelfuncüonen. \Q 



390 Quadratttf. §^^7- 

lieh cbm; der von 6211+2 ist schon relativ größer ^ indem er tcb?«+i 
mnltiplicirt mit einer Gröaae ist^ die 1 übertrifft nämh'ch mit 

^ ( — , » h s 7)- absolut genommen kann der Beitrag von 

^2)1+2 klein sein^ wenn &2n+2 selbst klein ist. Die ersten Glieder 
der Entwiekelung von (6, a) wird nyan ztii^ Correetion benutzen 
ki^nnen^ wepn f(x) in einer Reihe entwickelt vorliegep sollte^ Gauss 
braucht dazu das erste Glied cb2n» 

Hiermit ist, bis auf die onmeriscben Werthe der hier vorkom- 
menden Grössen; ^Iles mitgetheilt^ was zu der -wirklichen Berech- 
nung einofi Intfigralea / f(x)dx erforderlich ist; man sieht ^ner 

-1 
leicht ein, dass ein unendlich entfernter Coefßcient '6,»p etwa den 

2b 
Beitrag - — ~- zum Fehler liefern wird: da nämlich alle «« kleiner 
^p ~r 1 

als 1 sind; so wird^ wenn A und a das gröasto Am und a^ be- 
zeichnen; nach (ß,ä) der Fehler Dx^p sich höchstens iim 

nAot^f" 

2 

von - — -— unterscheiden. 
2p + l 

Um die A noch etwas genauer zu untersuchen; transformire 
' man (6) nach den Regeln des §. 31 in 

wenn wi« dort 

gesetzt wird. Da a^ = ^««^.i-«, so geht der vorige Ausdruck in 

z-^\ *»'=^" 1 1 

ttber, so da«» bei der Elntwiokeltaig nach absteigenden s als Coef- 
ficient von »-^p— * oder als Dx^p erscheint 

Pieser Ausddruek ^ mit (5^ a) vergUcheo ; giebt eine neiie Foimi fiftr 
Am9, n^i^tk 
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woraus man siebt; dass il«. positiv ist. Es lautete (b,a) selbst 

2p +1 «=i 

2 
hier bezeichne man zur Abkürzung die von • ■ subtraMrte Summe 

durch 8p. Da jedes Glied in Sp positiv und a kleiner als 1 ist, 

so niuss mit wachsendem p die Summe abnehmen, aber so dass 

sie positiv Weibt und 

Sp^i <Ca Sp 

ist. Für p = hat man Dl =r 0, also A^+Ä^-\ |-^ii = 2, und 

daher ist jedes A kleiner als 2, ja sogar fUr ein gerades n kleiner 

als 1, indem je zwei von ihnen gleich sind. Auch noch für p^^n— 1 

muss Dx^P versehwinden; wodurch man erhält 

Nimmt man obige, a enthaltende Ungleichheit zu Hülfe, so ergiebt 
sich endlich. 

2 

also der Fehler I>iC^'»+^P-'^ unterscheidet sich von . höch- 

2«+2p — 1 

stens um r r- Genauer die Grenzen anzuheben war bisher 

2n — 1 ° 

nicht möglich; wir ziehen das hier über die Fehler Gesagte fol- 

gendermassen zusammen: 

Berechnet man ein Integral nacli der Gaussischen Methode 
aus n Abscissen, so wird der Fehler aus den CoefHcienten 6 der 
Reihe, in welche sich f(x) entwickeln lässt, durch die rechte Seite 
von (5, 6) zusammengesetzt. Die Coefficicnten bis bj^r^i geben kei- 
nen Beitrag zum Fehler, wohl aber die folgenden, mit geradem 
Index, indem jedes Glied bp einen aliquoten Theil von bp zum Fehler 
beiträgt, und zwar ist der Beitrag immer bp mit einem echten 

2 
Bruche multiplicirt, der sieher nicht >• ^ wird; war p sehr 

2 
gx<>fl9| so ist dieser Bruch nahe ■ » Für p=:2n wird derselbe 

19* 
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sehr klein ; nümlicli c, für p = 2n+2 schon beträchtlich grösser, 
z. B. fUr n = 7 schon das Drei- bis Vierfache. Dieser Umstand^ 
dass die späteren Gh'eder; in ungünstigen Fällen, d. h. wenn die b 
langsam abnehmen, einen erheblichen Fehler einzeln und daher in 
der ganzen Summe geben können, zeigt dass die Methode vorzugs- 
weise mit Vortheil und Sicherheit anzuwenden ist, wenn die zu in- 
tegrirende Function in eine stark convcrgirende Beihe entwickelt 
werden kann; man wird aus n Abscissen zweckmässig. interpoliren, 
wenn die 2n ersten und noch einige der folgenden Glieder die 
Function sehr nahe darstellen. Die Cotesius'sche Methode würde 
aber dasselbe schon für n Glieder verlangen, was die Gaus si sehe 
für 2«. 

Diese Methode zur näherungsweisen Berechnung bestimmter 
Integrale ist hier zum Theil nach der eigenen Arbeit von Gauss, 
zum Theil nach der Abhandlung von Jacobi im ersten Bande des 
Crelle'schen Journals dargestellt. Im 55'**''" Bande hat Christoffel 
diese Methode gleichfalls bearbeitet, um sie auf den Fall anzuwen- 
den, dass von den n Abscissen aus den^n interpolirt wird, m fest 
gegeben sind, und nur h—m möglichst zweckmässig bestimmt wer- 
den sollen. Endlich hat Scheibner in den Berichten der Sachs. 
Gesellschaft vom 31. Mai 1856 die Resultate des §. 3 auf andere Art 
abgeleitet, indem er die a durch directe Auflösung der Gleichung (o,a) 
für alle Werthe jp = bis p = »— 1, für welche die linken Seiten 
verschwinden, bestimmte. 

§. 5. Für alle Werthe von » = 1 bis n = 7 hat Gauss die 
iTm und Am in Tafeln gebracht; bei unmittelbarer Benutzung der- 
selben wird jedoch vorausgesetzt, dass nicht wie hier / f(x)dx, 

sondern dass / q>(t)dt durch Annäherung berechnet werden soll 



Indem Gauss zuerst die Aufgabe stellt 

{a) ... f F(»)rf» 

zu bestimmen ; und 

(6) ... J = Ä-— </ 

setzt, wird (a) in jj F(sf+J.O* verwandelt. Madit man also 
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(c) ... F(g+J.t) = q>(t), 
80 ist das gesuchte Integral 

(d) ... f F(z)dz = J.f (p{i)dt. 



9 ü 

Wir fanden nun als angenähert richtig 



Pfix)dx = YA„,f{a^), 



—1 

wenn die Am gewisse Werthe bezeichnen; und als erstes Glied der 
Correction 

262n 



/1.2... n Y 
M.3...(2«— 1)/' 



2n+l \l.S...(2n—l) 
wenn f (x) =: b^+b^x+b^x^ +etc. gesetzt war. Macht man hier 

f{x) = y(--ft — Ji so geht / f(x)dx nach obiger Formel (d) in 

—1 

2ff{2x-'l)dx = 2 /**9 (0 c^e 
ü ü 

über; und es wird; wenn A und a dieselben Grössen wie oben 
bleiben; 

Nimmt man aU; dass (p{t) in eine Reihe der Form 

entwickelt sei; so ist dies eine Entwickelung von f{x) in 

f(x) = Iro+J^i '2'^^* -^ + etc. 

so dass unser bjn auf die L Übertragen fr?» = 2'~^*Zf2n giebt, Macht 
man noch 

(f) ••• "Y"^*"^ 
K9) • • • — 2"" "•' 



ni=f» 



WO also 2 Rm genau 1 ist; so findet man als Näherungswerth von. 
dem tp enthaltenden Integrale die Formel von Gauss 

cp{t)dt = 2 RfnffiaJ, 



g94 <^nÄdr*tur. §v&i7' 

und fttr das erste Glied der Correction 

^'^^ '" 2^^2n + l) VI. 3. .,(2/1-1)/ ' 

Die Grössen a berechnen sich, wie man axis {g) erkennt, leicht aus 
den a; man kann sie aber direct durch Auflösung einer Gleichung 
vom n**° Grade finden. In der That, bat ipix) = die a zu Wur- 
zeln, so sind die a die Wurzeln t von i//(2<— 1) = 0.' Es waren 
aber die a Wurzeln von der gleich Null gesetzten Function 

also sind die a Wurzeln von 

d" 



dt 



n 



(r(i-o )-o. 



Sie sind; wie die er, nach (g) x;ee\l, ungleich und sind <!. Führt man 
die Potenzirung aus und difi^rentiirt ti mal nach /, lässt darauf einen 
coivstanten Factor fort, so werden ^ie a alle Wurzeln der Glei- 
chung r = 0, wenn 

( Ä ) . . . 1 = 1 -^-r~77r~r* + ^ ^ ' ^\/c, — ' — r;' — etc. 
^^ l.(2n) 1.2.(2w)(2n — 1) 

gemacht ist. Man hat jetzt di^ Formeln, mit deren Hülfe (a) aus 
den Gaussischen Tafeln berechnet wir^. Nachdem ms^n (a) durch 

(6) bis (d) auf / g>{t)dt gebracht hat, berechnet man dieses durch 

ü 

(Ä), indem man die R und a aus den Tafeln nimmt. Will man 
die Correction anbringen, so ist nach i2«'au8 (e) erforderlich: kennt 
man dieses, so giebt das Glied der nachfolgenden Tafel, welchem 
Corr. vorgesetzt ist, die Oorrection. Diese Tafel ist der Arbeit von 
Gauss entnommen, aus der einige Stücke ausfallen konnten, welche 
hier keine Wichtigkeit haben. Während Gauss sämmtliche Zahlen 
auf 16, die Logarithmen auf 10 Decimale berechnet hat; so wurden 
hier die Angaben, mit Ausnahme des Falles n = 7 abgekürzt. Eine 
Prüfung hat 'man darin, dass die Summe aller für ein und dasselbe 
n geltenden R gleich 1 ist, ebenso 1 = a^+a« = «j + a«-! = etc. 
Zu gleicher Zeit liefert diese Tafel für die ersten n die im §.9 



§i5l7. 
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versprochene nunieriache Angabe der Wurzeln von P"(x) = 0, welche 
sich aus den a sogleich ergebeni wenn 1 von dem Froducte 2a 
abgezogen wird. 



« = 1 



» = 2 



öj = 0,5 
Ä, =1 

Corr. ^L, 



« = 3 



a, =0,112?0 16654 
«3 = 0,88729 83346 
a, = 0,5 

Äi = A3 = TT) Ät = t 



Com 



ilT¥^4 



« = 5 



a» = 0,04691 00770 
a^ = 0,95308 99230 
a, = 0,23076 53449 
a^ ^ 0,76823 465^ 

R^zzzR^=o^nme 34425 

Ä^ ^ A4 = 0,23931 43352 

A =» n? = 0,28444 44444 

logÄ, = 9,07S58 43490 

legÄ^ ^ 9,37896 87142 

logÄ, = 9,45399 74569 

Corr. 



6S«444''10 



a, = 



Ä,= 



0,21132 48654 
0,78867 51346 

Gort. -^L, 



» = 4 



a 



= 0,06943 18442 
= 0,93056 81558 
= 0,38000 94782 
= 0,66999 05218 
= Ä^ = 0,17392 74226 
= Ä, = 0,32607 25774 
logÄj = 9,24036 80612 
logÄ, = 9,51331 42764 
Corr. j^L 



8 



■^ * ^ 



n = 6 



aj = 0,03376 52429 
n =z 0,96623 47571 
a, = 0,16939 53068 
öj. = Oy83O60 46032 
a, = 0,38069 04070 
a^ = 0,61930 95930 
Ä, =x Ä, = 0,08566 22462 
Ä, :=. Äj = 0,18038 07866 
Äj = Ä^ = 0,23395 69673 
logÄ, = 8,93278 94680 
logÄjr = 9^26619 02763 
logÄ, = 9,36913 69831 



29e x«g>>i. .§.t 

a, = 0,02544 60438 286«02 

ö, = 0,97455 39561 713798 

a, = 0,12923 44072 003028 

a, = 0,87076 55927 996972 

a^^: 0,29707 74243 113015 

fl.j = 0,70292 25756 886985 

a^ =0,5 

Ä, = JB^ = 0,06474 24830 844348 

Ä, = Ä^ = 0,13985 26957 446384 

A3 = Äj = 0,19091 50252 525595 

*4 = 1^ = 0,20897 95918 367347 

logÄ, =8,81118 93529 

logjR, = 9,14567 08421 

log A3 = 9,28084 01093 

logÄ^ = 9,32010 38766 
Corr ? L 



n. Anziehung und Wärme. 



Erstes Hapitel. 

DieKugel. 

§. 1. Den Charakter der Aufgaben, welche in den drei Ka- 
piteln behandelt werden, die Anwendungen der vorgetragenen 
Lehren auf die Theorie der Anziehung und Wärme gewidmet sind 
wird ein kundiger Leser schon aus dem Inhaltsverzekfanisse er- 
kennen; mit der Auseinandersetzung derselben in diesem Kapitel 
wird zugleich ihre Lösung für die Kugel verbunden, die nicht so 
complicirte analytische Bechnungen erfordert, dass durch dieselben 
das Verständniss erschwert werden könnte. 

Wirken Punkte mit Massen /i^ , /i, , etc« anziehend auf einen 
Pnnkt 0^ dessen Masse der Einheit gleich sein mag, bezeichnet man 
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ferner die Entfern ungen der Punkte ffiff^t, etc. von mit Aj; A,; etc., 
0o läBst sich die gesaramte Anaiehnng welche O erleidet 
wenn das Anziehnngsge&etz das Newton'sche ist, wie schon in 
der Einleitung bemerkt wurde, der Grösse und Richtung nach 
durch eine einzige Verbindung, auf die Laplace aufmerk- 
sam gemacht hat (vergl. d. Einl.) und welche Ganss ^) uild 
Green ^) das Potential nennen darstellen. Diese ist 

Sind X, y, « die rechtwinkligen Goordinaten von 0; Xf, y^y «| von 
^i; etc. so wird 

also genau die X Componente der Anziehung, welche von den 
Massen ii erleidet, wenn man eine X Componente wie üblich positiv 
nennt, welche das x des angegriffenen Punktes zu vcrgrössern strebt. 
Auf ähnliche Art findet man für alle drei Componenten ihre Werthe 
durch Y 

^y^x- ^^-Y- ^^-z 

so da8S in* der That die Bestimmung der Anziehong erledigt ist, 
sobald man die Grösse V kennt. 

Bilden die anziehenden Punkte eine zusammenhängende Masse 
My und bezeichnet dfjL das Element dieser Masse, so verwandelt 
sich V in das dreifache Integral 

die Integration über alle Punkte a?^, y^, äj erstreckt, welche der 
Masse /i angehören. 

*) Besultate aus den Beobachtniigen des magnetischen Vereins im Jahre 
1839. Leipzig, 1840: ikllgemeine Lehrsätze in Beziehung auf die im Terkehrten 
Yerh&ltnisse des Quadrats der Entfernung wirkenden An ziehungs- und Abstossungs- 
Krftfte, no. 3. 

**) An Essay on the Applicaüon of mathematical Analysis to the theories of 
Electricity and MagDelisnu Diese Arbeit von Green, nach Thomson^s Angabe 
1828 schon veröffentlicht, ist Yon Thomson im Bande 39, 44 und 47 des 
Crelle'schen Journals mitgetheilt. Im 44^^" Bande S. 368, no. 4 heisst die 
Function the- potential fttuction. 
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Das Foieatial ist ein^ endliche Grösse; cKea ist so- 
gleich klar, wenn nicht in 4er Masse U liegt, gilt aber ancb 
Boch wenn der Masse M angehört. Um das Letter« 2u b^ 
weisen, bezeichne man die überall eadlicb angenommene Dichligr 
keit des Punktes dfi mit k, wo k also nicht constant zu sein branchti 
sondern von Punkt ssu Pnnkt wechseln kann, d. h. irgend eiae^ aber 
endlich gedachte Function von a>^ ^ ff^, a, vorstellt. Dann ist 
dfjt = kdx^dy^dz^, also 

die dreifache Integration wiederum über alle JU angehöreaden Ptskta 
^o Vif ^1 ausgedehnt. Führt man für x^, y^y s^ neue Coordinaten 
ein; indem man 

x^ = X+RCOBU 

y^ = y 4-Ä8inaco8/? 

j5, = a+Äsinasin/jf 
setzt) wo X, y, z, R die frühere Bedeutung haben, mithin die drei 
ersten die drei Coordinaten von sind; die letale aber die Ent- 
fernung des Punktes x^y, y,, ä^^ von bezeichnet, und er, ß zwei 
Winkel vorstellen, < a <;i, <^<: 2^: so wird , 

dx^ dy^ (/j5| = R^ sin a da dßdR^ 
also 

V = ffCkR^wiaduißdR, 

folglich eine endliche Grösse, indem jetzt kein Element im In- 
tegral ersclieint, dessen Nenner verschwindet, was in der ursprtlng- 
lichen Form, für Ä = 0, eintrat. 

Liegt ausserhalb der anziehenden Masse Jtf, so zeigt das- 
selbe Verfahren, welches sich auf disparatc Massen ^ bezog, dass 
die Componenten der Anziehung noch durch dieselben Formeh 

öx ' 5y ' Si& 

ausgedrückt werden, dass also wieder die Kenntniss von V 
genügt, um die Anziehung in auszudrücken. Diese 
Differentialquotienten sind endlich. Es bleiben übrigens die drei 
Integrale, welche ihnen gleich sind, nämlich 
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JJJ ^R-'^ dx.dy^dz,', etc. 

noch endlich wenn auch zu M gehört^ weil 4io Integrale Bich 
durch Einführung der Polarcoordinaten wie oben in die offenbar 
endlichen Integrale 

/ / /ksinacosadadßdR; etc, "^ 

verwandeln. 

Eine der hauptsächlichsten Aufgaben welche in diesen An^ 
Wendungen auftritt ^ ist die sogenannte Bestimmung dieser Fun- 
damentalgröase^ des Potentials^ in Bezug auf besonders einfache 
Körper, Kugeln oder EUipsoide, deren Dichtigkeit gegeben ist; 
man will mit diesem Ausdrucke andeuten, dass für diese besonde- 
ren Körper eine Vereinfachung der Formel, durch welche V als 
dreifaches Integral ausgedrückt wird^ gefunden werden soll. 

Das Potential eines Punctea soll im Folgenden nicht immer 
für eine Masse M bestimmt werden (das Wort im eben erwähnten 
Sinne genommen) welche von einer zusammenhängenden und ge- 
schlosaenen Fläche begrenzt wird wie z. B. für eine volle Kugel 
oder ein volles Ellipsoid, sondern auch für sogenannte Schalen, 
d. h. für Massen M welche von aussen durch eine geschlossene 
Fläche Ky von innen durch eine andere gleichfalls geschlossene E 
begrenzt sind; Nimmt man das Wort „bestimmen* in seiner eigent- 
lichen Bedeutung, so hat die Bestimmung allerdings keine Schwie- 
rigkeit, indem man das dreifache Integral welc^hes das Potential V 
darsteUt, nur über alle Punkte ausdehnt, welche der Schale ange- 
hören. Man hat auch noch 6inen zweiten Weg, indem man das 
Potential eines vollen Körpers K bestimmt dem man eine Dichtig- 
keit giebt, welche zwischen den Flächen E und K mit der gegebe- 
nen übereinstimmt, die aber innerhalb des Raumes E verschwindet. 
Das letzte Verfahren würde jedoch die analytische Schwierigkeit 
nur auf einen andern Punkt übertragen: denkt man sich nämlich 
die Dichtigkeit zwischen E und K als Function der Coordina1;en ge- 
geben, so hätte man eine discontinuii'liche Function zu bilden welche 
für die Punkte der Schale mit der gegebenen Dichtigkeit übej'ein- 
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kommt; im übrigen Baume, weDigstens innerbalb E versebwindet. 
Zu einer einfachen analytiscben Bestimmung des Potentials wird 
eine solche Methode in der Regel nicht führen. Indem hier die 
allgemeinen Gesichtspunkte hervorgehoben werden sollen ; wollen 
wir uns die Dichtigkeit der Schale als Function der Coordinäten 
so gegeben denken, dass diese Function zwar nur fllr Punkte der 
Schale die Dichtigkeit derselben vorstellt, aber fiir andere Funkte, 
specicU für alle Punkte innerhalb E noch eine analytische Bedeu- 
tnng behält. 

Der Punkt kann drei verschiedene Lagen annehmen; er 
kann sich in dem hohlen Baume befindien, den JE einschliesst, und 
dann heisse er ein innerer*), und Grössen, welche sich auf ihn 
beziehen werden durch den Index i bezeichnet, z. B. sein Potential 
durch F«. Er kann der Masse Jlf selbst angehören, dann heisse er 
ein mittlerer, und der Index /* drücke dies Verhalten aus; endlich 
kann er ein äusserer sein, was der Index a bezeichne. Um alle 
Aufgaben zu behandeln, welche sich bei einer Schale herausstellen 
die wie unsere von Flächen K und E begrenzt wird, gehe man 
von der Vorstellung aus, dass. der Körper K voll und wie oben 
angedeutet ist mit Masse erfüllt sei, d. h. die Dichtigkeit in der 
Schale selbst sei durch die gegebene Function dargestellt, die Dich- 
tigkeit in£ durch die Fortsetzung dieser Function. Aus £* schneide 
m^ nun £ heraus, und hat dadurch den Ausdruck für das Po- 
tential von in Bezug auf die Schale in die Differenz des Potentials 
von in Bezug auf den Körper K und des Potentials von. in 
Bezug auf den Körper £ zerlegt. (Die Buchstaben K und E sind 
gewählt worden, damit man sogleich ein Beispiel bei der, Hand habe; 
für K set^e man eine Kugelfläche, für £. eine ellipsoidische.) Die 
allgemeine Aufgabe, welche sich auf die Schale, also auf zwei 
Gattungen von Flächen £ und K bezieht, ist dadurch in folgende 
i^iwei zerlegt, von denen jede sich nur auf je eine Flächenart 
bezieht: 

*) Diese Bttiennung ist für »nsere Zwecke bequemt stimmt aber nicht mit 
der häufig angewandten übcreiu, nach der ein Punkt in Bezug auf eine Masse ein 
innerer oder äusserer heisst, je nachdem er der Masse angehört oder ihr nicht 
angehört. ' 
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1) Das PotefDtial von in Besiehnng auf den vollen Körper* if, 

2) DasPoteniial von in Beziehung auf den vollen Körper E 
soll gefunden "werden. 

Die Aufgabe der Schale* ist also auf die des vollen 
Körpers zurückgeführt. War der Punkt ein äusserer, so 
ist nichts weiteres hinzuzufügen; war dagegen ein mittlerer^ das 
Wort in dem früheren Sinne genommen, nach welchem es einen 
inmitten der Masse gelegenen Punkt bezeichnet — ein innerer kann 
bei einem vollen Körper K nicht vorkommen — so zerlege man 
die Aufgabe weiter, indem man K durch eine beliebige Fläche F 
theilt^ die weiter unten besonders bequem gewählt werden wird, 
welche durch geht und ganz in K Hegt. Das dreifache Integral 
von O in Bezug auf den Körper K, welches das gesuchte Potential 
darstellt, ist dann die Summe des Integrals über den zwischen \ir 
und F liegenden Theil der Masse und demjenigen über den von F 
eingeschlossenen Körper, also die Summe des Potentials F. eines 
inneren, nämlich gerade an der Grenzfläche F Hegenden Punktes 
in Bezug auf die von K und F begrenzte Schale und von dem Po- 
tential V„ des äusseren, nämlich gerade an der Grenzfläche F lie- 
genden Punktes O in Bezug auf den vollen Körper F. Wählt man 
nun F so, dass sich ¥„ einfach bestimmen lässt und dass K gleich- 
falls einen bequemen analytischen Ausdruck giebt, so ist das ge- , 
suchte Potential bestimmt. 

Behandelt man die Kugel K, so wird eine concentrische Kugel- 
fläche F, wie man später einsieht, die gewünschte Eigenschaft be- 
sitzen; war tC ein Ellipsoid, so nimmt man eine Fläche F, welche 
dem gegebenen Ellipsoide confocal ist. Um alle Potentialauf- 
gaben lösen zu können, welche sich herausstellen wenn 
beliebig liegt, wenn man ferner Stücke M betrachtet 
die durch zwei Flächen begrenzt werden, welche be- 
liebig gelegene gegebene Kugeln K und K^ undEllipsoide 
JE und£, sind, also 1) durch Ä, Ä, ; 2) durch*; £; 3) durch 
E, E^] hat man daher nur die vier Aufgaben zu lösen: 

r 

1) Es soll ein Potential ¥„ in Bßzug auf ein Stück M mit be- 
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liebig gegebener Masse berechnet werdeli^ welolies durch- «wei con- 
centrisehe Xngeln mit beliebigen Radien gebildet wird. 

2) Für dasselbe Stück soll F» gefanden werden. 

3) Wenn das Stück aus c^nfocalen EUipsoiden gebildet ist, 
soll man ¥„ finden. 

4) In demselben Falle soll man F, bestimmen. 

Die Lösungen dieser Aufgaben finden sich im Folgende^i. Diq 
Fälle, in denen die inneren Körper sich auf einen Punkt oder eine 
Ebene reduciren, d. h. die Schalen volle Kugeln oder Ellipsoide 
werden^ sind hier eingeschlossen. 

Ein Bedenken könnte bei dem entstehen was über den mittle- 
ren Punkt gesagt wurde, ob nämlich die Formeln, wdche für das 
Potential des äusseren oder inneren Punktes gelten, noch auf den 
Fall anwendbar sind wenn der Punkt auf die Grenzfläche rückt 
Diese Frage ist unbedingt zu bejahen wenn es sich nm endliche 
Dichtigkeit handelt; denn es ist F eine continuir liehe Function der 
Coordinaten x^ y, a von 0, ändert sich also unendlich wenig wenn 
von dem äusseren oder inneren Baume an die Grenzfläche rückt. 

§. 2. Nach diesen allgemeinen Betrachtungen gehen wir zu 
der Kugel über und stellen uns die Aufgabe: 

Die Dichtigkeit k einer Kugelschale, welche durch zwei cou- 
centrische Kugelflächen mit den Badien r und r^ begrenzt wird 
{Xq < r) ist gegeben; welche Anziehung erleidet ein beliebigegr Punkt 
O durch die Schale? 

Nach dem Vorhergehenden ist die Frage beantwortet, sobald 
man das Potential des Punktes kennt; wir haT)en einen Aus- 
druck für dasselbe wie für jedes Potential in unserem dreifachen 
Integrale: es kommt nur darauf an, dasselbe der besonderen Form 
unserer Masse gemäss möglichst einfach darzustellen. Nach §. 1 
sind hierbei zwei Fälle zu unterscheiden; kann nämlich der Masse 
angehören oder ihr nicht . angehören. Man sah dass das Besultat 
im ersten Falle sich aus dem im zweiten leicht bilden lasst^ so dass 
wir das Verhalten bei der zweiten Lage von zunächst zum Ge- 
genstande unserer Untersuchung machen. Hier sind wieder zwei 
verschiedene Fälle zu betrachten^ indem ein feU8serer Punkt oder 
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MD' inocrer seiii kaan, d. h. es- kann O um roelir ftls r oder um 
weniger al« v^ vom Mittelpunkte der Kugeln entfernt Hegen. Wir 
beginnen mit der Behandelnng des ersten Falles, suchen also dds 
PoteBtial des äusseren Punktes Va för die Kngclschale, die 
Übrigeos sieh in eine volle Kugel verwandeln würde, wenn r^ ret' 
schwindet. 

Um das dreifache Integral 

*/ Ä 

über alle Punkte a?, , y, , »j der Kugelschale, zu vereinfachen führe 
man Polarcoordinaten ein; es waren die rechtwinkligen Coordina- 
ten von mit x, y, s bezeichnet, die eines unbestimmten Punktes 
der Kugel durch x^, y, , z^. Sind dann r und r^ die resp. Ent- 
fernungen der beiden Punkte vom Mittelpunkte, also 

Vo < r, < r < r, 
so setze man 

a: ==: r cos rr, = r, cos 6^ 

y = r sin ö cos xfß y^ = r, sin 0^ cos i/^i 

Ä = r sindsint^ z^ = r^ sinö, sin^^^ 

0<ö<iij 0<ii/<2ji,- 0<Öj<i?ti 0<%<2irt, 

behalte auch die Abkürzungen des §. 6(3 bei: 

cos y =3 cos ö cos 0^ + Sin d sin Ö, cos qp. 
Dann wird 

fi'=.(a;-^a:,r+(y-yJH(»-Ä.r 

= r* — 2rr, cos ^^ + r * 
da?^ 4y( d«! = r J sinö, dO^ rfi/;, 
also die gesuchte Grösse V 

(a) . . . K = /"sin ö. dö. r "rf^. r f('-.>^.>V>.W<^V 

Dies Besultat tritt noch in Gestalt eines" dreifachen Integrales auf; 
der Ausdruck von V lässt sich aber mit Hülfe der Lehre 
von den Kugelfunctionen, wie man sogleich sehen wird; 
wesentlich vereinfachen. 
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J>ie entaprechende Aufgabe wird eich bei dea •complieirteren 
Körpern, die Gegenatand der fblgendeD Kapitel sind, bis ssa einem 
Ausdrucke für V welcher dem obigen entspricht auf ganz ähali^he 
Art wie hier behandeln lassen^ auch das Prinzip der Vereinfachnng 
bleibt dort dasselbe wie hier: Man entwickelt nämlich k und jR' 
nach Kugelfunctionen; wie es hier in Bezug auf 0^ und %fß^ mit 
F(r,, Ö,;i/;J und mit Ä~^ = (r* — arrjccsy + rj)"* geschieht. 

Die Entwickelung erstens von F lässt sich, so lange 
diese Function allgemein bleibt, natürlich nicht so ausführen dass 
die Constanten, welche darin auftreten, frei von Integrationen blei* 
ben ; dieselbe ist, wie man aus dem 5*^" Kapitel des zweiten Th^i- 
les weiss, immer möglich. Um sie zu erhalten benutzt man die 
Formeln des §. 98, setzt also (p. 265) 

(2).,. F(r,,ö,,V^J = X«+X*+JC*+etc,. 
wenn hier, wie an der erwähnten Stelle, X* dieselbe Function von 
0^ , t/Zj bezeichnet, welche X* von und tp ist, und X* zur Gattung 
der P" in Bezug auf 0, ip, oder was dasselbe sagt X* in Bezug 
auf ö, , ^, gehört. Die Formel (p. 265, d) giebt nach Vertauschung 
von und tp mit öj, Vj 

— 2« -4-1 y^ /*2^ 

(3) . . . X* = -jj-/ ^ösin 0j F(r, , ö, t/;) i^ (cosy) dtp. 

[Deutlicher ausgedrückt: Man nenne die Integrationebachataben 
in (d) nicht 0^ , V'i sondern ö, , ^, ; vertausche dann überall ö, \p 
mit ^1, V^ '^^^ setze schliesslich für die Int^grationabuchstaben 
0^ \ \p^ andere nämlich 0, yjJ\ Der Ausdruck (3) lässt sich noch weiter 
reduciren, indem man für F^ die endliche Reihe setzt, durch welche 
diese Function nach (49, ä) dargestellt wird , und die Kugelfunctio- 
nen von zwei Veränderlichen Pm(QOs0)coBmtp, P«(cosöj)co8m^j,etc. 
mit Fortlassung des Index n (§.71 und 77) durch Cmy Cmy Sm, Sm 
bezeichnet; a ist die numerische Constapte der Gleichung (49). 
Dann wird 

^(cosr) = T(-l)-a«(C«C:+S«S:), 
lilso nach (3) 

(4)..; jf = ?^5(-ira«(a«c:+/?«s:), 
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wenn man zur Abküreung 

O ü 

(4, 6) . . . /% =y''rfÖßinö/^V(r„ ö, V)S-dV 

setzt. Die Grössen a„ und ßm sind daher nach Ö, xp, ö,, i//j con- 
stant, aber Functionen von r^ , die so lange F, allgemein bleibt; nicht 
weiter reducirt werden können. Tim diese Methode den späteren 
möglichst bestimmt gegenüber zu stellen; denke man sich, dass der 
Ausdruck für P*(cos;') durch das Verfahren von Jacobi (§.70), 
also ohne Hülfe der partiellen Differentialgleichung gefunden sei. 

Wir haben zweitens BT nach Kugelfunctionen zu entwickeln; 
in unserem Falle ist schon aus §.3 der Theorie der erforderliche 
Ausdruck bekannt; während bei den EUipsoiden die Schwierigkeit 
der Aufgabe darin besteht, dass eine geeignete Entwickelung erst 
aufgefunden werden muss. Man weiss, dass hier, wo r^ <C r, 

die Entwickelung nach Kugelfunctionen in Bezug auf 0^, yf^ giebt. 
Setzt man (4) und (5) in den Integralausdruck für V ein, 
multiplicirt sie also mit einander und mit mx\ß^d0^dyJ^f integrirt 
daraujf in den Grenzen, so werden alle Productc P^X'' fortfallen, 
in denen nicht p = n. Für p = n ermittelt man das Integral, in- 
dem man wieder für P"(cosy) die Reihe und (§. 72) 
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setzt. Dadurch wird das Potential des äusseren Punktes 

(G) .. . Fa = 2fL+Zl+Zl + etc., 
wenn Z« nach und ^ zur Klasse der P** gehört, nämlich durch 

(6, a) ... Zl = -l^^Yi-ir al(c 

gegeben ist. 

Heine, Handbuch d. Kugelfunctionen. 20 ' 
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§. 3. War der Pankt ein innerer; so bleiben die Be- 
trachtungen des vorigen Paragraphen bis zur Entwickelung von 
RT^ durch (5) ungeändert; da aber jetzt r<iXQ, also gewiss r<ir^ 
ist, so convergirt jene Beihc nicht mehr, und man muss sie durch 
die nun convergirende 

(5, a) ... -^ ==' £ _p-(co8y) 

ersetzen. Geht man nun weiter wie im §. 2, so erhält man, ent- 
sprechend den Gleichungen (6) und (6^a) daselbst, folgende Lösung: 

s=r-T(-.r«.(c/-^+s./'^). 

Will man nach Anleitung des §. 1 den Werth F^, welcher 
sich auf einen der Masse angehörenden Punkt bezieht, für den 

also 

to < r < r 

ist, aus Va und F» zusammensetzen, so hat man nur die zwei Aus- 
drücke zu addiren, welche das Potential von in Bezug auf die 
von Tq und r begrenzte, rcsp.* die von r und r begrenzte Schäle 
darstellen. Daraus folgt 

Vf, = Z^l+Z],+Zl + etc. 



+S:(r— y V'+V« dr. + f/'^, dr, )] • 
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Beispiel. Ist die Dichtigkeit k oder F(rj, öj,f^j) constant 
und gleich 1, so reducirt sich ihre Entwickelung nach Kugelfunctio- 
nen auf ein einziges Glied A° = 1 ; allgemein würde sie nur ein 
einziges Glied enthalten, wenn die Dichtigkeit von r^ allein ab- 
hängt, nicht von Ö, , i/;, , also auf allen Punkten derselben mit der 
gegebenen concentrischen Kugelfläche gleich bleibt Für n<=0 
wird 

C, = 1, S, = 0, a^ = in, ß^^O, 

wodurch man findet: 
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_ in t*~ti 

V,=2n(x*-Xl), 

§. 4. Um den Uebergang zu den folgenden Aufgäben zu bil- 
den^ wird darauf aufmerksam gemacht dass^ wenigstens f\ir die 
Kugel; Va bestimmt ist sobald man seinen Werth fiir alle Punkte 
kennt, welche der äusseren Grenzfläche mit dem Kadius r ange- 
hören. Ist nämlich F« für r=x bekannt, z. B. gleich f(0,tff), so 
kennt man auch jedes Glied der Entwickelung von F« nach Kugel- 
functioneu; also den Coefficienten von jedem Cj oder Smy fürr = r; 
er wird, wegen der Einheit solcher Entwickelungen, gleich dem 
Coefficienten von C« oder SZ bei der Entwickelung von f{d, ^f) nach 
Kugelfunctionen. Der Coefficient von C« in F« ist, wie man aus 
(6, a) sieht 

ähnlich der von S«; kennt man diese Grössen für r = r so kennt 
man sie auch für jeden Werth von r, indem man den Ausdruck 
für r = Vq mit der für jedes m gleichen Grösse 



©■ 



multiplicirt. Denkt man sich f{0, 'ip) nach Functionen der Gattung 
P* in eine Beihe 

entwickelt, so wird daher das w** Glied Z« der Entwickelung von F« 

durch die Gleichung 

/rY+* 

gefunden. 

Auf gleiche Art zeigt sich, dass der Werth von F* für alle 
Punkte der inneren Fteche (r=ro) zur Kenntniss des allgemeinen 
Werthes von F« genügt, und dass man hat 

z: = (f )V. 

20* 



308 Kugel. §. 4^ 6. 

Der Ausdruck von F* durch f ist, wie man aus p. 265 weiss: 
^ =-^J dd.amdj /•(ö,,V».)r(co8y)dv.. 

Hierdurch erhält man einen Satz, der wenigstens gilt, 
wenn die unten zu erwähnende Fläche, für welche man das Potential 
kennt, eine Ivngelfläche ist: Wird eine Masse durch zwei ge- 
schlossene Flächen Fa und F^ begrenzt, deren erstere, die äussere, 
die zweite ganz einschliesst; so gcnilgt die Kenntniss von Va für 
alle Punkte die auf F« liegen, resp. von V^ für alle auf Fi 
zur Bestimmung resp. von T« oder F* für jede Lage von 0, das 
eine Mal im äusseren Kaume über F„ hinaus, das andere Mal in 
dem von F* umschlossenen Kaume. 

Für die Kugel ist wie gesagt dieser Satz bewiesen, und wir 
konnten auch diese Potentiale finden, sobald die Aufgabe des §.2 
und 3, Va und V^ betreffend gelöst war. Ob die Begrenzung, für 
welche das Potential nicht gegeben ist, eine der ersten concentrische 
Kugel oder eine andere F(äche war, kommt hier nicht in Betracht; 
man kann sie sich als einer Kugel angehörend vorstellen., welche 
zum Theil die Masse Null besitzt, ohne dass die Methode ver- 
ändert werden müsste. Der Satz gilt aber allgemein, wie ganz 
scharf aus der allgemeinen Theorie des Potentials folgt; in der für 
unsere Zwecke hinreichenden Allgemeinheit soll er unten bewiesen 
werden. Hier kam es darauf an, den Zusammenhang desselben 
mit der Aufgabe, welche für die Kugel schon gelöst ist zu zeigen, 
nämlich mit der Aufgabe: V^ und F« zu finden, wenn man die 
Masse des Körpers kennt. Man hat also bereits eine Lösung der 
folgenden Aufgabe (wenigstens für die Kugel), welche nun als 
selbstständige Aufgabe, d. h. so behandelt werden soll, dass 
ihre Lösung unabhängig von der des §. 2 und 3 wird: 

Das Potential einer wie oben angegeben begrenzten 
Masse ist für die äussere resp. innere Grenzfläche be- 
kannt: man soll für jede Lage von entweder F« oder 
resp. F* finden. 

Die Auseinandersetzung der allgemeinen Theorie des Potentials, 
wie sie von Gauss und Green in den oben erwähnten Werken 
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gescbaff^ worden ist; überschreitet die Grrenzen welche wir uns hier 
gesteckt haben ; wir befürchteten nicht; dass durch diese Auslassung 
in unserer Arbeit eine wesentliche Lücke unausgefuUt bleibe^ wenn sie 
gleich auch als Lehrbuch zu dienen bestimmt ist; weil in nächster 
Zeit die Veröflfentlichung der Vorlesungen von Dirichlet' über die 
nach dem umgekehrten Quadrate der Entfernung wirkenden Kräfte 
zu erwarten steht; von denen mit Recht gesagt worden ist; dass sie 
das beste Lehrbuch für jenen Gegenstand bilden würden. Es sollen 
aus dieser Theorie nur einige Punkte erwähnt werden; die unsere 
Aufgabe in das rechte Licht setzen; 

Bei Untersuchung des Potentials wird auch der Fall betrach- 
tet, in welchen F, und F« einander unendlich nahe rücken, oder 
wie man sich dann ausdrücken kann, wenn man sich eine einzige 
Fläche F mit Masse von der Dichtigkeit k belegt denkt, so dass 
also auf das Element da) der Oberfläche eine Masse kdat kommt; 
diese Vorstellung ist höchst geeignet für die Behandelung der Auf- 
gaben in der Lehre von der Electricität. Es wird dann das Po- 
tential eines Punktes in Bezug auf diese Fläche 

y fkdia 

^ ~J ~R' 

das Doppelintegral über alle Punkte der Fläche ¥ ausgedehnt. 
Unterscheidet man einen äusseren Raum und einen inneren, welche 
durch jF getrennt werden, so lässt sich wie im §. 1 zeigen^ dass Va 
auch hier noch continuirlich in F» übergeht, wenn von dem äusse- 
ren in den inneren Raum eintritt und umgekehrt, während die Dif- 
ferentialquotienten 

QVg ar, QVg dv, 

dx' da;' dy ' dy' ^^''' 
sich sprungweise ändern können; nimmt man die Achse der X in 

irgend einem Punkte von F senkrecht auf F, so unterscheidet sich 

dV 3V 

-TT^ von -p— ^ in diesem Punkte um +4;imal der Dichtigkeit k in 

demselben. Ist also das Potential in diesem Falle einer fingirten 
Dichtigkeit für die Punkte welche F angehören gegeben, gleich- 
gültig ob es die Grenze von F, oder F« sei, indem (s. o.) V sich 
beim Durchgange von durch F continuirlich ändert, — diese Grössen 
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alao dieselbe Grenze besitzen , — und kann man die obige Auf- 
gabe lösen^ also für alje sowohl Va als F« finden^ so kennt 
mai^ die Dichtigkeit der Masse (elektrische Vertheilung) k in jedem 
Punkte von F. 

Hiermit verbinde man noch den allgemeinen Satz, den Gauss 
in der erwähnten Arbeit no. 36 beweist: Anstatt einer beliebigen 
Massenvertheilung, welche entweder blos auf den innereuj von einer 
Fläche F vollständig begrenzten Raum, oder nur auf den äusseren 
Baum beschränkt ist; lässt sich eine Massenvertheiiung k auf F 
selbst substituireu; so dass die Wirkung von k resp. im äusseren 
oder inneren Baume dieselbe ist wie die der wirklichen Masse, — 
und hat dann durch Lösung der zu behandelnden Aufgabe ein 
Mittel; die Grösse k zu finden. 

§. 5. Nachdem im vorigen Paragraphen gezeigt wurde ; wie 
die Aufgabe; welche für die Kugelschale p. 302 — 306 gelöst ist; 
nämlich das Potential eines Punktes flir eine gegebene Masse nach 
Koigelfunctionen zu entwickeln; mit der andern zusammenhängt; 
deren Lösung wir aus p. 307 fUr die Kugel kennen; das Potential 
einer Masse für alle äusseren oder alle inneren Punkte 
anzugeben; wenn man es auf der äusseren oder inneren 
Begrenzung kennt; so soll eine Methode zur directen Lösung 
der letzteren entwickelt werden; ohne dass es nöthig wäre, die 
erstere als Verbindungsglied zu benutzen. 

Bereits in der Einleitung wurde erwähnt; dass 

R 

der Differentialgleichung J'T=^0 in der Bezeichnung des §.76, 
ToUständiger 

genügt; daraus folgt dass V, als Summe oder Integral von Aus- 
drückea /tT, eine Lösung derselben Differentialgleichang 

wird. Ist nun die äussere oder innere Fläche F gegeben; so wird 
Va jedenfalls die Bedingungen erfüllen müssen: 



J 
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1) J^Va^O. 

2) Es bleibt F« endlich für jede Lage von 0, und es wird Null 
wenn in unendliche Entfernung rückt. Die DifiFerentialquotien- 
ten von Va ein und zweimal nach x oder nach y oder nach ä ge- 
nommen bleiben für endlich entfernte sicher endlich. 

3) Es ist Va eine gegebene Grösse wenn auf F liegt. 
F^ muss jedenfalls den Bedingungen genügen: 

2) Es bleibt F», -jr^, -p-^; -^ ™ ganzen inneren Baume 

,,. , , ö'F, d'V, Ö'F. 

endlich, ebenso -g^, -^, -^^• 

3) Es ist F» gegeben wenn auf F liegt. 

Man findet dass, wenigstens bei der besonderen Art von F, die 
wir im Folgenden annehmen^ Fa und F« durch diese Bedingungen 
wirklich vollkommen bestimmt sind, und dadurch hat man unsere 
Aufgabe auf die rein mathematische zurückgeführt^ welche entweder 
durch die ersten oder letzten drei Bedingungen ausgedrückt wird. 

Wir sagten in diesem Sinne oben (§.4); dass der erwähnte 
Satz für unsere Zwecke mit hinreichender Allgemeinheit bewiesen 
werden sollte. 

Endlich erkennt man auch aus §. 76 dass die Aufgabe F« zu 
bestimmen mit folgender übereinstimmt: Es ist der von der Zeit 
unabhängige Wärmezustand F« eines homogenen von F begrenzten 
Körpers zu finden, welcher an der Grenzfläche in einer gegebenen 
von der Zeit unabhängigen Temperatur erhalten wird. 

Wir gehen nun zur Lösung unserer Aufgabe für die Kugel über. 

§. 6. Indem wir die Aufgabe, welche zu Anfang des §• 5 
hervorgehoben war, für den Fall dass die Begrenzung durch ein^ 
Kugelfläche F gebildet wird durch das Verfahren, welches so eben 
angedeutet wurde, lösen wollen, führen wir wieder Polarcoordina- 
ten ein. Es sei der Badius von F gleich r; nimmt man den Mit- 
telpunkt dieser Fläche zum Anfangspui^kte der rechtwinkligen 
Coordinaten, nennt ferner r die Entfernung eines beliebig gelegenen 
Punktes mit den rechtwinkligen Coordinaten x, y, ». vom Mittel- 
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y = rsinÖcosi/;, 
js = r sind sin t/; 



renra» 



jelt »icl' -^"^^ K = in folgende Gleichung 

j d(8inÖ 



atf »" • dY\ 

(ä).-- '"l? 8inö ÖÖ "^sin'ÖdV;' 

K das Fotentical eines äusseren oder inneren Punktes sein, 
rieichflßff ™"''® ®* jedenfalls erfüllen; und ausserdem wenn 
ir rJIt d. h« ^'^ ^ == ^ ^^^^ ''^ ^'^® gegebene Function von ö 
^ jie /"(^^ V') ^®*° ^^^^ verwandeln. Man hat also 
^"^^ ib)... V^ae^xpy, (r = r). 

*-ickelt man V für alle Werthe von r nach Functionen der 
ßaänug ^ ^° Bessug auf d und v^, setzt also 

v= sz" 

^d wie §. 4, p. 307 

•-1) 



j,,_2n+l 



-y"dÖ,8inö.y*7(Ö, , V».)i>*(c08y)d^, 



4^ 

(J 

go hat man nach (6) 

r = 2'*; (r = r). 
pa nun Z* der Gleichung 

1 ^(""^If-) 1 



+ rrfT2-C^+«(»+i)2* = o 



sinö 9Ö sin'ö 3^ 

genttgt; 80 reducirt sich (a) auf 

Es gehört aber Z**; also auch rZ*^ und seine DiiFerentialquotienten 
nach r, diese auch noch multiplicirt mit r, also das n^^ Glied der 
ganzen vorstehenden Summe zur Classe der P^ in Bezug auf d 
und tp, so dass die Summe nur verschwindet^ wenn das n^^ Glied 
selbst verschwindet. Daher wird 
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d. h. Z^^gr* +*''""* wenn g und A Constaate nach r vorstellen, 
die aber noch und t^ enthalten können« 

Jetzt scheide man die beiden Fälle, die bisher gemeinsam be- 
handelt wurden, und betrachte gesondert Va und F«. Da Fa = Q 
für r= oo, so kann Zd kein g; da F, für r=0 endlich bleibt, so 
kann ZT kein & enthalten,^ so dass 

hervorgeht. Für. r = r müssen beide Ausdrücke F* geben, wo- 
durch man in Ueberelnstimmung mit §.4 erhält; 

r) ' ' \r 
od^r 

Diese Beihen lassen sich leicht summireo, und somit kann man auch 
die Resultate des §. 4 vereinfachen; setzt man nämlich für Y seinen 
Werth ein, so sind die Glieder, welche n enthalten, resp. 

(2n+l)(^J"'V(cosy), (2ii+l)(~)V(cosy). 

X r 

Bezeichnet a eine Grösse die wie resp. — oder — kleiner als 1 ist, 

r X 

80 wird 

^a*P"(cosy) = 



z:=(i)""'V, zr=nv 



yi— 2acosy + « 
folglich 

i:(2«+l)«"P''(co8y) = ^~ " 



(1— 2a cos y +«')*' 
und endlich 



V = 

Ati J ^"v 'c/ (r' — 2rrcos;'+r')i 



F. =f<^'-"^ 



in 






t) *^ (r*— 2r r cosy +r'j7 



§. 7. Die Reihe für 



_ 1 _ 



Ä y(a?-a?.r+(y-y,r+(^-*J'' 
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66t der Kngdi worden etaU der rechtwinkligen Ceordutaten dio 
üblichen, r^ 0^ i/; eingeführt-, auch bei den EllipBoiden wird man 
sich solcher bedienen^ die oben in der Theorie schon benutzt wa- 
ren. Das hier zu Grunde liegende Prinzip besteht nämlich darin^ 
Coordinaten a, ßy y einzuführen^ die einen möglichst einfachen Aus- 
druck dafür gestatten; dass ein Punkt auf der einen oder anderen 
Grenzfläche liegt; die Polarcoordinaten erfüllen diesen Zweck für 
die Kugel; indem dort die einfache Gleichung r == r oder r = r^, 
die Bedingung ausdrückt, dass ein Punkt sich auf den Grenzflächen 
befinde. 

Die Lösungen der Aufgaben in diesem Kapitel enthalten nichts 
wesentliches; was nicht schon bei Laplace in der M^canique Ce- 
leste zu finden wäre. 



Zweite« Kapitel. 

Das Rotationsellipsoid. 

§. 8. Die erste Aufgab^ welche hier behandelt wird, ist ganz 
entsprechend der ersten ; im §,2 für die Kugel gelösten: Es soll 
die Anziehung eines vollen EotationsellipsoideS; oder 
einer durch zwei confocale Botationsellipsoide. begrenz- 
ten Schale von gegebener Dichtigkeit auf einen der 
Masse nicht angehörenden Punkt gefunden werden. Man 
hat dazu nur das Potential 

aufzusuchen; wobei die dreifache Integration auf alte Punkte des 
EUipsoIdes resp. der Schale auszudehnen ist. Der Einfachheit hal- 
ber handeln wir zunächst von einem vollen EUipsoido; und denken 
uns daher den angezogenen Punkt in dem äusseren Baume ge- 
legen; die Gleichung des EUipsoides sei 

r' "^r'— c' "" ' 
es mag e eine reelle oder rein imaginäre positive Grösse vorstel- 
len. Wir fuhren Polarcoordinaten; sowohl für die rechtwinkligen 
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Xj ffy » TOD als auch für die Coordinaten x^, y^, »^ eines anbe- 
gttininten Punktes, welcher der Masse angehört^ ein und setzen 

x=: r C08Ö jj = r^ cosö, 

y = }^r'— e* 8in 6 cos t/^ y^ = j/r J — c' sin ö, cos t/;, 

J5 = yr^—e* sind sinV' »j = ^^] — ^^ s'^^i sin Vi 

V^ — Vi = 9 Tj < r < r. 

Diese Coordinaten entsprechen dem Prinzipe des §. 1, indem jeder 
Punkt; dessen lineare Coordinate r oder r^ gleich r ist, auf der 
Oberfläche des gegebenen Ellipsoides liegt, indem ferner jede Func- 
tion der drei rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes, sobald der- 
selbe auf die Oberfläche rückt, in eine Function der zwei Winkel- 
coordinaten und \p oder 0^ und ^i allein übergeht. Ist e reell, 
so sind r und r^ grösser als e; für ein imaginäres e kann r^ auf Null 
herabsinken. 

Man hat im §.. 2 gesehen dass zur Vereinfachung des Potential- 
ausdruckes die Entwickelung von K~^ nach Kugelfunctio- 
nen in Bezug auf 6 und V oder 6^ und Vi erforderlich war; 
wir beschäftigen uns nun mit dem Aufsuchen einer solchen Bleibe, 
und werden uns dabei der Benutzung der Gleichung J^RT = 
enthalten, um später, nach Andeutung des §. 7 dieselbe Entwicke- 
lung, nach der Lösung der betreffenden Potentialaufgaben, durch 
diese partielle Difi'erentialgleichung aufzusuchen. 

§. 9. Aus der Gleichung (4, a) in der Theorie folgt 

^^^ '" R J (a?--a?j4-t(y— y,)co89+t(i5— Äjsinv 

wenn x — x^ eine positive Grösse vorstellt; würde x — a?, negativ 
sein, so wäre die linke Seite mit dem n^ativen Zeichen t\x neh- 
men, während für a? = a?, die Formel unbrauchbar ist. Zur grösse- 
ren Bequemlichkeit wird nur der Fall betrachtet dass x und x — x^ 
positiv sind; die Entwickelung in diesem Falle reicht hin, um die- 
selbe für alle Fälle zu finden. Da r>r^^ so denke man sich des- 
halb beliebig klein, während 6^ allgemein bleibt, und führe unter 
dieser Voraussetzung die Entwickelung nach Kugelfunctionen ans. 
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[Gelegentiich wird darauf hingewiesen, daM 

«' = (a^ - X, Y + (y - y, )»+(»- «. )*, 

= r'+r^ —6* Sin' ö — e*ßin'ö, -^ 2rr, cosdcoad, 

— 2 l^r*— e' l^r J — e' sin ö sin ö, coa 9, 

seinen Werth nicht ändert wenn 6 mit d^^ oder zugleich ö und 6^ 

mit n—d und ?i — öj vertauscht werden. Es haben also folgende 

Punkte die gleiche Entfernung R: 

1) (r, ö, 1//) und (r,, ö,, vj 

2) (r, e,, ^^i) . (r., Ö, v^J 

3) (r,«~ö, v;) - (r,,«-^.,V;,) 

deren Anzahl man noch verdoppelt, indem man auch t/' mit 1//^ 
vertauscht.} 

Der Nenner des Integrals in (a) zerfällt in die Differenz zweier 
Theile; der erste 

0? + ty cos 17 + fssin 1? 
geht nach Einführung der Polarcoordinaten in 

r cos ^+ 1 l^r*— e' sin ^ cos (i^ — j?) 
über, während der zweite gleich 

Tj cos Öj + » }^rj— c'sin ö, cos (t^^ — 1;) 
wird. Man setze nun überall in diesem Kapitel 

r = eQ; r^^eg,] (ft<e), 
ferner zur augenblicklichen Abkürzung 

a = Q cosö +!}/()*— Isinö cos(i/; —1?) 

/* = ft cosöj + t>/pj,— 1 sin ö, cos(V^, — 1?), 
und findet dann aus (a) 

Aus dieser Formel lässt sich die gesuchte Reihe nach §. 17, 
Formel (14) leicht ableiten , indem 

^ =T(2n+l)i'"(/J)(?"(«) 



a — (i 11=0 
wird, vorausgesetzt dass 
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Diese Ungleichheit besteht aieht immer^ wird aber bei hinlfinglieh 
kleinem erfbllt, welchen Werth zwischen und 2n auch ^ an- 
nehmen mag. 

(Um den Werth dieser Moduln zu schätzen, setze man (cf. §. 38) 

a = p co8g+ 1 f(p' — 1 sing, 

^a^ — 1 = yp* — 1 cosf+^psin ?> 
wo p mit Q zugleich reell oder rein imaginär sei, und |^p* — 1 das 
Zeichen von p erhält. War q reell, also (p. 316) grösser als 1, 
so wird auch p grösser als 1 genommen werden können. Dann 
hat man 

p cosf = ^cosd 

]/p'— 1 sin q = y?*— 1 sin 6 cos (V' — i?) ; 
aus diesen Gleichungen lassen sich bei reellem oder imaginärem q 
offenbar p und q auf die geforderte Art bestimmen. Ferner er- 

giebt sich 

lf(a+ya^=T) = Jlf(p+|/piT). 

Bei festgehaltenem ^, 0, i//, erhält p den grössten Werth. wenn 
cos(i/^ — ^) = i^> ^^^ kleinsten wenn cos(i^ — ^y) = 0. In der 
That, hat man für ein gewisses p, d, yj — f]y ein bestimmtes p und q 
gefunden und ändert liun i? so, dass cos(t// — tj) absolut abnimmt, 
so ist das neue p und q (es sei p und q) so beschaffen, dass 

))cosq=pcosg 

yp^ — 1 sin q < yp' — 1 sin g. 
Würde nun p>p sein, so müsste cosq<:cosg, also 8inq>sing 
werden; di6 zweite Ungleichheit gieBt aber 

smq < sing^-^==- < sing, 

widerspricht also der eben gefundenen. Hieraus folgt |><Ip. Eine 
einfache geometrische Betrachtung, welche bekannte Eigenschaften 
von Ellipsen zu Hülfe nimmt, würde dasselbe geben. 

Das kleinste p findet man also aus den Gleichungen 

pcosg = Qcofidf 

]/p^~l8ing = 
als p = Qcosdf und ähttlich das grösste p aus 






'^. 






V 
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pCOS9 = pC08Ö, 

Vp^ — lsing = yp*— Isinö 

^aus folgt; indem man das was von a gesagt ist 
yihri, dass 

/ii^^) > ilf(ecosÖ+ye'co8*ö— 1), 

Tird die erste Ungleichheit beliebig nahe 

. Ke^^=~i) >«(?.+ )^?r^), 

iiestehen der geforderten Ungleichheit für kleine 



Setzt man also d hinlänglich klein voraus^ so lässt sich 



durch die angegebene Beihe ersetzen und man findet 

9«rp n=QO /•2/r 

^ u 

Um zur schliessHchen Form zu gelangen entwickelt man f^{ß) 
und Q^{pi) nach Cosinus der Vielfachen resp. von (t/Zj — i?) und 
t//— 175 die Formeln hierzu liegen fertig vor. Wird nämlich in 
(49, a) zugleich a?, a?j, <)p resp. durch q^, cosÖj, ^+V^i — j;? ersetzt, 
so entsteht: 

r(/9) =Ta;P^(cosö,)P:(ft)cosm(v;,-i;) 

und aas §.75, nämlich ad 1 wenn Q reell ist (weil co8d<ly aber 
^cos^ nahe q also > 1 wird), ad 2 fär ein imaginäres q: 



m=x 



(2n+l) (?•(«) = 2 -S (-l)"*K(co8Ö)0;(e)coftm(v-ij), 

für «i = die Hälfte des betreflfenden Gliedes genommen. Bildet 
man das «*® Glied in (c), indem man das Product der beiden vor- 
stehenden Formeln nach 1? integrirt, wodurch die Vielfachen von ly 
fortfallen welche höher als das n^^ sind, so entsteht, entsprechend 
der Formel (5) für die Kugely hier die folgende Entwickelung 
von RT^y welche zur Behandelung der Potentialaufgaben 
beim Kptafions-Ellip^oide angewandt wird: 
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e *=* 



(8)... ^=-s. r 






(8,o)... r"= ^(-i)-a:f:(co8ö)f:(co8ö,)p:(ß,)o:(e)co8«(v-v.). 

Die Glieder Y dieser Reihe sind; so wie R selbst; symmetrisch 
nach d und 6^ y oder nach x^ und %\)^ ; die Entwickelung also 
ist hach Functionen der Gattung P sowohl in Bezug auf und ^^ 
als auch in Bezug auf O^y rpi, oder 0, t^^^ oder 0^y tp geordnet. 
Hier ist ai derselbe numerische Werth wie früher, nämlich 



iT(«+m)iT(n — m) ' 



Air n» = die Hälfte genommen. 

Obgleich diese Formel unter der Voraussetzung eines hin- 
reichend kleinen entwickelt wurde, so mag sie vorläufig im Fol- 
genden fUr alle angewandt werden; der Beweis, dass sie dann 
noch gilt, wird im §. 1^ nachträglich geliefert. 

§. 10. Für ein reelles e kann dasselbe Resultat auf andere, 
ähnliche Art einfacher gewonnen werden, die jedoch eine Ueber- 
tragung auf allgemeinere Fälle bisher nicht gestattet hat. 

Kach der schon am Anfange des §. 9 angewandten Formel 
(4, a) wird 

dl] 



/2n 
■ , ,-= = 



y (ßPi— yß'*-"l}^ßJ--lcosij) — (cosöcosö,-fsinösinöjCOs(i; — ip)) 
sobald QQi — cos ö cos ö, positiv ist, — und das geschieht immer 
wenn 6, eine reelle Grösse bezeichnet, da r^ nicht unter e sinkt,. — 
gleich 2n dividirt durch die positive Quadratwurzel aus 

(ßßj— cosöcosö, y-—(^Q^—l |/p'J— 1 + sinösinöj cos<jp)'—- sin'ösin'^, 8in*y. 
Reducirt man, so geht vorstehende Grösse in 
ß'+p' — sin'ö— sin'öj — 2ßPjCOsöcosöj — 2 j/p*— 1 )^pj— Isinösinö^cosy 
oder, wie man durch Vergleich mit einer Formel p. 317 sogleich 

einsieht, in -^ über, so dass 

(«) =-«- 

wird. Diesen Ausdmck behandele man wie (b) im §. 9, indem man 
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den Nenaer wiederum gleich O'—ß setzt j wo a 
bezeichnet^ und 

jrr^ = J,^(2»+i)P*(Ä0*(«) 

macht; was hier gestattet ist^ da /? <C 1 und o >> 1 ^ also ß <.» 
wird. Dadurch erhält man: 



^^2 r, 

u 
Vertauscht man wieder P* und !p" mit ihren Ausdrücken durch 
Reiben^ benutzt also die Gleichungen (49; a) 

P"=2Vir0i'*m(C08Ö)P:(c0SÖ,)C0SW(v-^), 

femer §• 75, ad 3 

(2fi+l)0* = 2SK{Q,)0l(Q)cosmfi, 

SO entsteht sogleich dieselbe Formel fUr F" wie p.320; obgleich 
die Factoren (—1)"* und 1, P(co8Ö) und P(pJ bei Vergleichung 
der vorstehenden Ausdrücke mit den entsprechenden des §. 9 sich 
vertauscht finden. 

Anmerk. Aus den allgemeinen Gleichungen (8) würde man 

für ö == ö^ = die Entwickehmg von in eine nach Kugel- 

Ainctionen fortschreitende Reihe finden: es wird auf diese Art aber 
nur dieselbe Formel erhalten, welche man hier zu Grunde legte. 
Für ft = 1 entsteht eine noch nicht ausdrücklich erwähnte specielle 
Entwickelung 

/^ ./.. /,vx/ ' ;/> =^=ff ="^*(2»+l)i^(co8Ö)P"(cosöJ0*(p). 

V(p— COS(ö+Öi))(e--COB(ö— ÖJ) «=-0 ^ ^ *'^ ^^^ 

§. 11, Man kann jetzt zur Lösung der Aufgabe im §.8 über- 
gehen, die nach dem Muster im §.2 erfolgt; drückt man auch das 
Element dx^dy^d»^ durch die neuen Coordinaten aus, so entsteht 
nach einfacher, auf bekannte Art angestellter Rechnung 

dx^dyld!6^=^(r]-^e^coB^^)Bm^^d0^dtp^dr^. 
Man entwickele nun das Product von rj— e'cos'ö^ mal der Dich- 

Hflin«y Handbuch d. KugeMVinctioDen. oi 
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tigkeit k im Funkte x^, y^^ «, od«r r^ , 0^^ ^^y niick Kugelfundio« 
nen in Bezug auf ö, , t^j, und zwar auuäclist (entsprechend (2) 
auf p. 304) in die Ecihe 

& (rj -c'eoa'ÖJ = XHX* + X'+ etc., 
wo also 

(a) ... X* = ?^y^''dÖj8inöy*%(rJ-e^cos'öjr(co8y)dv^^^ 

wird. Unser Integr^il V verwandelt sich dadurch; wenn nja« sEUgl^ich 

für -=7 seinen Werth — ^F* setzt in 
R e 

(6) . . . F= ly^dr^y "(2:F-)(irl-)«nÖ. dö. d^. , 

wo oder e als untere Grrenze im Integrale nach r, zu nehmen 
ist, je nachdem e imaginär oder reell ist. Das Doppelintegral nach 
den Winkelgrössen vereinfacht sich bekanntlich (p. 2G4) zu 

0*^ 

X" lässt sich aber weiter in seine Bestandtheile auflösen , indem 
man in (a) für P"(cosy) seine Entwickelung 

2(-lTal{C^CUS„.sL) 

setzt; nämlich in 



m^=in 



^71 m=ü 

wenn a und ß folgende Functionen von r^ allein vorstellen: 

« 

dösiny &(rj -e'cos'Ö)Sid(//. 

ü 

Es wird dahei^ mit Benutzung des Ausdrucks (8; d) oder 



m=i» 



Y" == £ (-l)''alKi^)Ql(^)iC^CL+S^sL) 



m=0 



iif=ii 



sich (c) in 

«•=0 

verwandeln. Man findet also schliesslich für dlas Potential 
des äusseren Punktes mit den CoordinaÜen g, 6, ^ in Be- 
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ztijf auf clas rolle EIHpsoid mit den halben Achsen r> j/t* — e", 
|^r*—e" den Ausdruck , 

«=» ' 
(9),.., Va — SZa] (Q = er]^, — erJ] 

»=0 

^ = 72/-ira:(?:(?)(c;^ «:p:(?,)dr.+s^/j:p:(ft)dr,). 

H'&tte man nicht ein volles EUipsoid sondern eine Schale S 
betrachtet; welche durch die zwei Ellipsoide tnit den Achsen 
r, yr* — 6*, ^r'—c' einerseits^ andererseits mit den Achsen t^ ; j/rj — b^, 
yxl — c* begrenzt ist, so wäre die Integration nach r^ nur über die 
Schale auszuführen gewesen. Man erhält also das Potential des 
äusseren Punkte^ für diese Schale noch immer durch die 
Formeln (9), wenn man dort nach r^ nicht mehr von oder e an, 
sondern von t^ an integrirt, vorausgesetzt dass r^ kleiner als r ist. 

Das Potential eines inneren Punktes lässt sich nach 
geringen Veränderungen in den vorhergehenden Betrachtungen für 
eine solche Schale S ermitteln. Bleibt die Bezeichnung dieselbe 
wie oben, gehören also Coordinaten mit Indices der Masse £», ohne 
Indices dagegen an, so sind alle Formeln dieses Paragraphen 
vom Anfang an zunächst bis zu der für F* anwendbar, wenn nur 
nach r von r^ an bis r integrirt wird. In F" ist aber nicht mehr 
Q sondern (f^ die grössere Zahl, so dass sich dort q in q^ umtauscht, 
also schliesslich erhalten wird 



«=00 

m 



(9,o) ... r. = .r Z:-, (r<ro<r); 

z: = ■^T(-i)"o:n(ß)(c/**«:(?:(ft)rfr,+s^>:(?:(ft)rfn). 

§. 12. Wir übergehen hier die Untersuchungen welche denen 
des §.4 analog sind und zeigen würden, wie man aus den vor- 
stehenden Formeln Va oder F» finden kann, wenn nicht A: son- 
dern der Werth des Potentials V für eine Grenzfläche der Schale 
gegeben ist, und kommen zu der direeten Lösung, (d. h. ohne 
die Hülfsnuttel dieses und des vorhergehenden Paragraphen) jener 
Aufgabe, deren analöge für die Kugel im §.6 behandelt wurde: 

21* 
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Atifgabe^ Eine ellipsoidische Fläche mit den Halbachse 
r, yr'— 6', fr*— 6* begrenze irgend eine MaBse von aussen oder 
von iDDcn. Das Potential V dieser Masse ist für alle Funkte 
der Fläche gegeben; es soll für alle Punkte gefunden werden^ 
welche dem äusseren resp. dem inneren Räume angehören. 

Führt man wieder statt der rechtwinkligen Coordinaten aller 
Punkte im Baume x, y, «^ die sich auf ein System beziehen, wel- 
ches mit dem Systeme der Hauptachsen unseres Ellipsoides über* 
einstimmt; die Coordinaten r, 6, xp des §.8 ein, so dass für alle 
Punkte der gegebenen ellipsoidischen Fläche r constant, nämlich 
r = r wird; so verwandelt sich der gegebene Werth des Potentials 
auf dieser in eine gegebene Function von 6 und xff allein ; welche 
mit f(Of^) bezeichnet wird. Man hat daher als erste Bedingung 

(a) ... V = f(6,y,)f (r = r). 

Ferner genügt V der Differentialgleichung J*V = 0, und zwar, 
je nachdem die Aufgabe den äusseren oder inneren Punkt be- 
trifft, für jede Lage von im äusseren resp. inneren Baume. Die 
Transformation dieser Gleichung in die neuen Coordinaten giebt: 

W • • • Qr "^ sinö dd + (r»-«»)Bio*ö dtfj^ "" 

Man entwickele nun V nach Functionen der Gattung f^ in 
Bezug auf 0, '^ in die Beihe 

(c) ... F = *iV; . . 

ordnet man auch f{0,^), d. h. den Werth von V für r:^r, in eine 
ähnliche Beihe 

f(d,xp)^TY\ 

^" = ^y*"**^' "nö,y*'7(ö., v.)P-(coBr)dV. , 

SO muss Z* sich für r = r in F" verwandeln. Zur weiteren Be- 
stimmung von Z setzt man (c) in (b) ein, und reducirt durch die 
Gleichung, welche die Z, als zur Gattung der P gehörend^ erfüllen 
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ö(ßi 



'^°*öö") . 1 d^r 



dann findet man, dass 










verschwinden niusB. Dies erfordert aber^ dass das n*^ Glied der 
Summe; wie es In den eckigen Parenthesen steht; für sich Null ist; 
denn ein solches gehört in Bezug auf d und t^ zur Gattung P*. 
Für den ersten und dritten Theil des Gliedes, der nur Operationen 
enthält; welche sich auf die nach 6 und V constante Grösse r be- 
ziehen ist dies ohne weiteres klar; auch für das mittlere (und dann 
für die Summe aller drei Theile) sieht man es leicht ein, wenn 
man bedenkt, dass die allgemeine Form einer solchen Function, 
welche zur Gattung P* gehört. 



m=» 



WO u und V irgend welche Constante bezeichnen, dieselbe bleibt, 
wenn nach tfß beliebig oft, hier zweimal differcntiirt wird, indem 
der dadurch hinzukommende Factor — i»', mit u und e vereinigt, 
diese noch immer zu willkürlichen Constanten macht. Es wird 
daher in der That: 



<(''--)^). .• 



Man führe wieder für r die Grösse q durch die Gleichung r = eQ 
ein, und findet dadurch einen Ausdruck, der aus (e) entsteht, wenn 
man darin g für r, und 1 für c setzt. 

Die Form von Z" wurde durch (d) bereits angegeben; es ist 
klar, dass die dort vorkommenden u und e nicht nothwendig nu^ 
merische Constante sein müssen, sondern dass sie noch die Ver- 
änderliche r enthalten können. Um zu ermitteln, wie diese in u 
imd V eingeht; substituirt man für Z in der durch Einführung von 
Q Statt r transformirten Gleichung (c) den Ausdruck (d); dadurch 
verwandelt sich die linke Seite von (e) in eine endliche, nach Co- 
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sinus und Sinus der Vielfachen von i/; fortschreitaide Bdihe; in der 
mit cosmxp 

|r(fe--')^)-(»(«+')+i^)«- ■ 

multiplicirt ist, während der Coefficient von sinm^ gleich dem 
vorigen Ausdrucke nach Vertauschung von e mit u wird. Soll die 
Summe verschwinden, so muss für jedes m sowohl der Factor von 
QOBtmp alfi der von ünmtp gleich Null sein, so dass Um und 9» In* 
tegrale d^r Differentialgleichung 

werden, deren vollständiges Integral (jr, i sind willkürliche Con* 
stante) 

y«/':(?)+5„(?:(e) 

man bereits §.49 et seq. gefunden hat. Sammelt man das^ ,was 
hier über Z, u, r, a, ß gesagt ist, so folgt, dass, gleichgültig ob Y 
und damit Z den Index a oder i> erhalten, d. h. sich auf den äusse- 
ren oder inneren Punkt beziehen, immer Z" die Form hat 

^ (y-n Pm (?) + 9„ Ql{g)) P^icoa ff) cos mi^ 

m— 

vermehrt um einen ähnlichen Theil, in dem nur cosmt/; mit AnmxfJt, 
und y, dy mit anderen Zeichen für willkürliche Constante vertauscht 
sind. Soll nun 

1) Y das Potential eines äusseren Punktes Ya) also Z =^ Za 
sein, so muss Y also Z für p = oo verschwinden, also y = wer- 
den, während 8 vorläufig noch unbekannt bleibt. Man findet daher 

2) Da ZT für alle q, welche kleiner als — sind, endlich blei- 

ben muss, aber Om(e) für ß = l unendlich wird, so kann Z^ kein 8 
enthalten, verwandelt sich also in 

in=n 



m= 



2 Pm (cos ö) Pm(e)(ym COS mi^ + /y« sin mV;). 

* [Diese Beweisführung für den inneren Punkt, die uns aller- 
dings zu einem in allen Fällen richtigen Resultate fllhrt, ist aber 
nur für ein reelles e erlaubt, indem nur in diesem Falle ^ gleich 1 
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wtviaa k^tn, nSmlicb für r=ß, für ein imaginärea e aber von Null 

%• 

dfirch das rein Imaginäre zu — wächst. Den besten Weg, um 

auch in diesem Falle das Resultat zu erweisen hat wohl Neu mann*) 
(in Königsberg) gewählt, indem er davon ausgeht, dass auch im 
ganzen inneren Baume die üifFereritialquotienten von V nach den 
drei Coordinaten (p.311) endlich sein müssen, gleichgültig welches 
ihr Anfangspunkt und ihre Eichtung ist. Man lege nun durch 0, 
wo der Punkt sich gerade befindet, ein dem ursprünglichen con- 
focales EUipsoid, denke sich das Achsensystem in den Funkt 
gelegt, und die Achsen in die drei Biehtungen fallend, von denen 
die eine normal gegen das Hülfsellipsoid Ist; die zweite sei das 
Element des Meridians, die dritte des Parallelkrciscs. Die unend- 
lich kleinen Stücke auf diesen Biehtungen heissen dv, do, dp, und 
lassen sich durch dr, dd, d\p ausdrücken. Geht man nämlich von 
einem Punkte r, 0, yj zu einem unendlich nahen mit gleichen 
und ip und der linearen Coordinate r+dr über, so Hegt dieser 
gerade in der Eichtung der Normale. Ohne dass man sich zum 
Nachweise der allgemeinen Eigenschaften confocaler Ellipsoide be^ 
dient, läaat sich derselbe führen, indem man bepierkt, dass die 
Ves-buidujigdlipie der beiden Punkte mit den ursprünglichen Achten 
Winkel bildet, deren Cosinus sich verhalten wie 

dx dy dz 

, . >^ • ■ 

dr ' dr ' i)r ' 
-7=- sin ö cos Y* : > sin^sintft 

X ^ y 



d. h. = cosö : 



a • o 9*9 2 

r r' — c r — e 



oder wie die Cosinus der Winkel «, /?, y welche die Normale an 
der betreffenden Stelle mit den Achsen macht. Man hat daher 

-T-—dr = övcos«, -^ör = övcos/?, -?--9r = övcosy: 

dr dr ^ dr 



y'r'— «'cos'ö 



= dr 



i?-e' 



*) Cralle, Joum. t Ifetli. Bd. XXXVIJ, 8. 33. 
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Hält man r und.i// fest^ und ändert nur d, so bleibt man auf 
gleichem Meridian^ während ein festes r und 6 und ein verändertes 
1^ einen Punkt desselben Farallelkreiges geben. Man findet daher 

«»• = 5*-[(g)'+(0)"+(S)'J = ('•-•-•»)«»•. 

also schliesslich 

dv 



dv dr ' r'— e'cos'ö 

dv dv 1 



do dd yr»— e'cos'ö 

ar_ar i 

ö/? ""öi^'sinöj/p^^^v' 

Betrachten wir zunächst den ersten Werth, so muss also für ein 

dV n 

imaginäres e noch immer 3- endlich bleiben; wenn auch Qt=r — 

und r oder ^ = gesetzt wird; dasselbe muss von Z* gelten. Die 
Theile von Z**, in welchen w — m gerade ist, werden aber dureh 
DijBferentiation nach v für dieses q und unendlich wenn ö in Z* 
vorkommt; fassen wir irgend eines der betreffenden Glieder ohne 
die Constanten und ohne cosmi/; oder sinmi//, z. B. 

in's Auge, so giebt es nach n differentiirt 

1 /^(cosg) dQl{Q) / ^ ,, ^^ 

/3 o ; (0 = 0, COSÖ = 0). 

e cosö OQ ^^ ^ 

Aber Pm(cosd) enthält ein von cosd unabhängiges Glied, wird also 

1 

für ö = — von Null veröcfiieden, folglich das Glied 00, da ^ ^ 

für p = nicht verschwindet (§^ 55). 

Wegen der Glieder in welchen n — m ungerade ist betrachte 
man no^ch die Differentiation von V nach 0, welche für r = aus 
(f) das Product eines endlichen Werthes, der nicht verschwindet in 

1 dKjcos d) 
cos dd 

hervorbringt; also für cosi? :;=; offenbar unendlich wird. Es dttr* 
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fen also in V^ die Q nicht mehr auftreten, nnd unser oben gefnn* 

dener Werth für Zf ist allgemein; auch für ein imaginäres e gültig.] 

Es bleibt zur yollst&ndigen Lösung unserer Aufgabe nur noch 

übrig; die 3, € im ersten, y, ß im zweiten Falle zu bestimmen. 

r 
Indem für r == r, welchem Werthe p = — = ^ entsprechen mag, 

Z* in F" übergelien muss; entwickele man Letzteres zu leichterer 
Vergleichung vermittelst Anwendung des schon oft gebrauchten Aus- 
drucks von P*(cos/) nach Cosinus und Sinus der Vielfachen von V^. 
Dann ist mit Pm(oosd)cosiiii/; in F* multiplicirt 

(-l)"-^«:/ dd,smd,K(coid,)/ /•(ö,,v,)co8mV.rfV'., 

u 

dagegen in Z* resp. ZJ* für^ß = ^ 

so dass man unmittelbar d«» und j'm durch Gleichsetzung der Aus- 
drücke der letzten Zeile ^ mit denen der vorhergehenden erhält. 
Hätte man die Factoren von i^(co8Ö)8iniiit^ verglichen, so wäre 
aus F* ein Werth wiö der obige nach Vertauschung vofl cosm^j 
mit sinm^^, hervorgegangen, aus den Z resp. 

Man erhält daher schliesslich als Lösung der Aufgabe durch 
Einsetzen der Werthe ß, y, etc.: 

(10) ... z:=H^T(-i)"«:|=^i^(co8ö)x 

Jdd^ sin Ö, K (cos Ö, )r"f{ßi , V, ) cos m(i^ - V, ) d^'i 

u 

(.0,.)...zr=?giJ(-.)-Ä-^K(c<,.)x 

Eine weitere Boduction, wie sie bei der Aufgabe für die Kugel im 
§. 6 möglich war, ist hier trotz Anelfachcr verschiedenartigen Ver- 
suche, so lange die Buchstaben allgemein bleiben noch nicht mög- 
lich gewesen. (M. vergl. p. 332.) Damit man bei diesen oft ange- 
wandten Formeln die Bedeutung der eingeführten Buchstaben, so 
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w^t sie nicht Functionszachen sind; rereint finden ksixm, wird nodi- 
inals erwähnt, daas r, j/f'— e', }/r*— e' die Achsen der gegebenen 
«Uipseidischen Fläcbe sind, dass r s= e^, r^ef und 

a" = o (1.3. b... (21^-^1))' 

* 'jI(»+m)JI(n — m) 

n __ /^ 1.3.5...(2w— 1) V 

"*" "- Vi. 2. 3... n / 
gesetzt wurde. 

§. 13. Es soll jetzt die zweite Methode zur Darstellung von 
Ä~* auseinandergesetzt; also gezeigt werden, wie man mit Hül£ß 
der Entwickelungcn des §. 12 nach den Andeutungen des §. 7 die 
im §. 9 bereits aufgefundene, nach Kugelfunctionen geordnete Beihe 
für Ä-^ ableiten kann. Da Ä** ein Potential wie F« des Punktes 
^, 0} yß ist wenn Q>gi gedacht wird, so muss es die Form 

— = SZ", 

R n 

Z" = S(df^ cos m^p + £tn sin rrnfj) 0^ (q) P^ (cos 0) 

M 

haben; es würde als Potential von Qi, 0^, %p^ die Form 

m 

besitzen: man kann zeigen, dass fiir jedes n, Z" und ^ überpin- 
stimmen. Man beweist nämlich unten aus der vollständigen Sym- 
metrie von R nach und 0i, ferner nach xfj und yß^ (nicht nach g 
und Qi da ^ >> g^ angenommen ist) , dass die Entwickelung nach 
den Z, welche doch ursprünglich eine nach Kugelfunctionen in Bezug 
auf 0, ffj fortschreitende ist, auch eine solche in Bezug auf ö^, ^^ 
sei, d. h. eine solche wie die nach den £: daraus folgt unmittelbar 
die Identität von Z und ^. 

Zum Beweise geht man davon aus, dass die Entwickelung 
irgend einer Function von und qp = t^ — t^, nach Functionen der 
Gattung P in Bezug auf und (p zugleich eine Entwickelung in 
Bezug auf und ip oder und xp^ ist, und umgekehrt. In der 
ersten Eigenschaft kann nämlich das n^^ Glied 

= £ (i» cos mq> + 1^ sin tny) iC (cos 0) 

m—O 
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gesetzt werden; das m** Glied vorstehender en41\c^Qn Reihe behält 
nach Einsetzung des Werthes von q> die gleiche Form in Bezug 
auf d und ^p oder i//| . Es verwandelt sich nJUnlich in da3 Product 
von Pi und von 

(Ämcosrnt/;^ +/»8inmt^i)co8mtj[;+(fcfl»sinmt/;j — /»co8i»t^,)sinwi//; 
die Factoren von cosmi/; und ^mrmp sind aber in Bezug auf nfj Con- 
stante. Hier hat man den Beweis des Directen: um auch das Um- 
gekehrte nachzuweisen,, hat man nur zu erwägen, dass nun gezeigt 
ist, wie die Coefficienten 5, € bei einer Function von (V — ^/^J und 
6 beschaffen sind, welche in Bezug auf d und i// nach Kugelfunc- 
tionen entwickelt wird. Setzt man das m^® Glied im n*^" gleich 

{dm. COS »wjp -f f „ Sin mip) PJ, (cos 0) , 
so werden die Constanten i und b aus anderen, k und / die kein ^^ 

enthalten durch 

3 = k cosmt/^j + l sin my/^ 

£ = k sin ^Vi — icosme/Zj 

zusammengesetzt sein müssen. Hierdurch hat man auch das Um- 

gekehrte bewiesen, und weiss daher dass Z* als Glied der Reibe 

für Ä""^, welches eine Function von i/:;-~i^i = 9^ ist; die Form hat 

Z" = 2:(*icosm(v~V',) + *:sinm(v/-^J)(?:(e)P;(cosö). 

m 

Da R seinen Werth nicht ändert wenn tp — V't ™*t '^i'^'P vertauscht 
wird, so muss « verschwinden. Ferner ist das mit jcosw(^-— ^i) 
multiplicirte Glied in der Entwickelung von jB~* nach Cosinus der 
Vielfachen von (V — V'i); 

Ta:o:(?)PS(cosö), 

n=fn 

sicher symmetrisch nach 6 und 6^ , welches letztere in d vorkpmmt, 
so d^ss, wenn man für J mit Hinzpfügung des Arguments 9(ß^) setzt, 

-^<j:(ö.)p:(co8ö)(?:((>) = -s*:(ö)p:(cosöjo;(e) 

n n 

wird. Das in gleiche Q Multiplicirte, d. h. 3II,(ÖJPi(cosö) und 
<J«(^)JFvi(cosöj), muss gleich sein, d. h. es muss 

werden, wenn a eine Constante bezeichnet, die allerdings noch q^ 
enthalten kann. Stellt man die Besultate zusammen, so weiss man 
dass bei Entwickelung von Ä"*^ in Bezug auf ö, x^j entsteht 
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Z" = JFa,P«(coBtf)P«(co«d,)(?,(p)oo8m(^— ^,), 

00 daBs die Beihe der Z zugleich eine Entwickelung in Bezug 
auf öj und ^j bildet; al8oZ* = £* gesetzt werden kann. Setzt 
man die in**" Glieder in Z* und f" gleich, so wird 

(/«cosmy;, +/y«8iniin//JPl(ej) = a^co8w(^ — ^JPi(co8Ö) öi(ß) 
wo a nur p^, /} und y nur ^, d, p ohne Indices enthalten. Hier- 
aus folgt unmittelbar dass 

werden mnss, wenn 6 eine rein nuioeriBche Constante bezeichnet, also 

z"=T6«p:(co8ö)«(co8d,)p:(p,)0:(e). 

Um schliesslich h zu bestimmen,* mache man in 

q und (, unendlich, doch so dass — ein endliclies Verhältniss « 

erhält, welches natürlich <i 1 ist. Dadurch geht die liuke Seite 

in — - — über, oder pZ" verwandelt sich in — P*(cosy). 

eyl — 2acosy+a' * 

Aber pöl(p)i^(ft) wird dann^^V so dass 

Om = 7 «m 

gefunden wird, und dadurch Z* den Werth annimmt, welcher p. 320 
für — y* schon durch (8, a) gefunden war. 

§. 14. Im §. 12 wurde erwähnt, dass im Allgemeinen die 
Gleichungen (10) eine Vereinfachung nicht gestatten ; der Umstand 
nämlich, dass in den Nennern nach Grössen iC oder Ql vorkom- 
men, verhindert die Ausführung der Summation. In einem be- 
sonderen Falle, wenn nämlich dasEllipsoId sich in einen 
Kreis verwandelt, lassen sich aber diese Functionen im 
Nenner gegen ähnliche im Zähler umtauschen und nach 
dieser Umformung kann die betreffende Eeihe durch keine andere 
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Transcendente als arctang sominirt werden. Soll das ElUpsoid in 
eine Kreisscheibe übergehn , so wird e imaginär = fi und r = 0. 
In diesem Falle sind nämlich die Coordiuaten der Grenzfläche x=^0, 
y =z lamd cos^ßf « = « sind sin 09 also die Fläche wird in der Thai 
Kreis; & ist in Bezug auf jeden Funkt eine solche Grösse, dass 
isinO die Entfernung des Punktes vom Mittelpunkte des Kreises 
bedeutet. 

Setzt man zur Abkürzung unbeschadet der Allgemeinheit £ = 1, 
so ist die Aufgabe, welche hier behandelt wird die folgende: Das 
Potential eines beliebigen Punktes in Bezug auf eine Kreis- 
scheibe mit dem Radius 1 soll gefunden werden, wenn dasselbe 
für die Punkte in der Scheibe selbst gegeben, = f{d, tp) ist. Nimmt 
man später im besonderen Falle an, dass f von ^ unabhängig sei, 
so hängt das Potential eines jeden Punktes auf der Kreisscheibe 
selbst nur von der Entfernung vom Mittelpunkte smO ab. 

r . t 

Es verwandelt sich hier ö = — in — t r, und ^ oder — = — ix 

in — Of, wenn — Ot zwar ist, aber wie froher die Grenze einer 
negativ rein imaginären Grösse bezeichnet. Die lineare Coordinate 
kommt hier nur in der Verbindung 

m_ 

vor, und dieser Quotient ändert sich nicht wenn q und ^ zugleich 

mit — Q und — ^ vertauscht werden, so dass man für ihn auch A)r.L 

0(0t) 

setzen darf. In dieser Untersuchung soll die Grösse ri, nicht 

wie es früheren Feststellungen entspräche — rt^ durch q bezeich* 

net werden. Das gesuchte Potential ist dann nach (10) 

u 

Ä, = T(-l)-a,P«(cosÖ)P„(co8Öj^=^cosm9. 
m—O V» (y^) 

Wir beginnen mit der Transformation des Quotienten 
der beiden Qf der nach (45) auf p. 153 gleich 
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COSiflildf 1 /••c08ifl«<ft 






wird. Den Nenner begtimmt man numerisch indem man c* = a? 
setzt; wodurch das Integral in 









oder in 



j. n+m+1 j, n~m+l 



2' 



r(n+l) 

übergeht. Bezeichnet man das Integral für den Augenblick durch 
Jm, SO Würde das Product 

r r A- 2 2 ^ 2 2 

/«.j.+i = 4 {rin+i)y 

oder ffleich 2n — ^ „i ^ „. ^ sein, so dass der reciproke 

° n(n)Il{n) '^ 

Werth von J« die Form 

1 __ n{n)n{n) 

J«~2;iJI(«+fii)jr(n — m— 1) *"** 

annimmt. Man bezeichne nun durch s eine positiv reelle Grösse^ 
die man sich verschwindend denken kann, und setze $i = a, so 
dass a wie q rein imaginär wird. Dann ist Jm+i gleich 

.^+l/^ C08(llt+l)tfrf^ . . 

• J, (u+cosf/ i/arri)-+^' ^^-^^' 

oder nach (45) 

Dadurch geht der ganze Nenner von (a) zur (—1)*®" Potenz in 

5^-^^(» + m+iy ^ ''+V-<^08w yo^l)*cos(m+l)tttrfti; ((J=0), 
über; und dies gilt; wie man nachträglich einsieht; noch ^t n^=in, 
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worüber bei der Aufsuchung dieses Werthes noch Zweifel obwalten 
könnten, indem bei derselben n — m als Nenner auftrat. 

|Zur naehträglieben Verification: Da <t=w, so bringe^ 
man das vorstehende Integral in die Form von (45, a) 

/nrccotg« 
(a — co^u y 0^ — ly cos(m+l)udu ; 

wird s = gesetzt, so entsteht: 



i-irf 



cos* ti cos (f» -f 1 ) tf dl'. 



u 

Bekanntlich ist dies 



(^if+^ ^ r(n+l) 



2«+* n + m+3 n—m+1 ' 



2 2 

also der ganze zu betrachtende Ausdruck 

i*+\ r(n+l) 

2* * ^n+m+1 n—m+l 

^~^ ^ 2 

was er auch sein sollte.] 

Zur ferneren Umgestaltung benutze man die Gleichung (6) 
des §. 55, aus der, wenn man x = a und (7 = macht, folgt, dass 
für (T = unser Integral mit dem Factor (n+m+1) gleich Ist — imal 
dein Differentialquotienten desselben Integrals, in dem nur m+1 
durch m ersetzt ist. Wird noch ausserdem der Logarithmus durch 
seinen Werth — larccotg* ersetzt, und für tu die Veränderliche!* 
elngefilhrt, so verwandelt sich die (—1)^'^ Potenz des Nenners In 

( lY Q /•«rccotg« 

^^ ^^ / (cr-*co8tf y^F*— l)*oosmttdw; 

u 



(er = 0) ; (o < arc cotg« <-k)' 



2 

Diesen Ausdruck setise man in An ein, so wird diese Grösse 
gleilßh dem Werthe des Differentialquotienten einer anderen nach C 
oder nach i$ für « = 0. Macht man 

^'==^y (' = ^^5 (0<8rccotg,<|.); 
SO hat man endlich 
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,•+1 "*~* 



cosmt/d^ 



Nachdem jetzt die zu summirende Reihe zweckinäsBig in der 
Art umgeformt worden ist; welche am Anfange dieses Paragraphen 
angedeutet wurdC; so kann man zur Summation übergehen. Da 
der im §. 42 mit tp„ bezeichnete kritische Winkel , welcher bei 

der imaginären Substitution vorkam; jedenfalls über -^ liegt, und 

u unter -^ bleibt, so ist diese Substitution hier gestattet, und 

daher nach §. 58 das Product aus cosmti in das Integral nach \ 
eleich 

^ (e+cos(t«-u) 1/^^=1)"+^ 

Vereinigt man in dem Ausdrucke von B alle Glieder, welche den 
Index m enthalten, betrachtet also 

2" (— l)"*aiPi(cosö)P*(cosöJcosiw<3PWt^, 

und setzt 

cosmqpcosmtf = j^cosm(t<+y)+^cosm(t/ — y), 
so wird die Summe nach m gleich 

li^(«)+iK(/?), 

wenn zur Abkürzung 

a = cosöcosÖ4+8inösinöjC08(tf — y), 
/?= cosöcosÖ4+8inösinöjCOs(t/+9) 

gemacht ist. !Es verwandelt sich dadurch ^nB^ in 

Vermehrt um den Ausdruck, welcher im übrigen dem vorstehenden 
gleich ist, in .dem nur ß ßXr a vorkommt. Führt man in dem 
letzteren —^ für ^ ein, wodurch P"(/?) in P*(a) übergeht, so fin- 
det man endlich 

2nBn = (-l)"+'i/^P"(a) Udl, 
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wenn U die Summe der beiden durch die nachfolgende Formel mit 
doppeltem Zeichen dargestellten Ausdrücke ist: 

4 (e+cos(ti±tO}^e^-=ir^' ' . 

Durch Vergleichuug derselben mit den im §. 75 vorkommenden 
Formeln erkennt man leicht^ dass (6) eine Function Q^ darstellen 
wird; da der hier vorkommende Fall dort nicht genau in gleicher 
Form auftritt; so möchte es zweckmässig sein, die allgemeine Me- 
thode; welche man dort kennen lernte; dem vorliegenden speciellen 
Falle anzupassen. Setzt man, wie im ersten Falle des §. 25; p. 65 

(j cos «t?+y<j' — 1 

CO» W = — ' ; 

cT+costt? \a —1 

sinto 
sin« = 



CT + cos !!?}/(;* — 1 



— COStI I^CT^— 1 = / ^ ; 

(j + cosif? ycT — 1 



- idv 

du = 



cT+cosi«? ^a*— 1 

80 wächst e von bis oc ; während u von bis zur oberen Grenze 
zunimmt; der Zähler des Ausdrucks unter dem Integrale wird nach 
der Substitution idv; der Nenner die (n+1)** Potenz von 

y+/y'— lcos(;t+i«?), 

wenn man 

y = pa + cost<yp* — iy<T' — 1; 

cos;f Vy' — 1 =eya' — l + cos«^a]/p' — 1; 

sin^ ]/y* — 1 = sintt )/p* — 1 
macht. Nqn ist ;/ negativ reell i|nd >'l; indem Qy a rem imaginäre 
positive Grössen bezeichnen; daher wird y* — 1 positiv; wenn man 
yp — 1 wie bisher immer mit demselben Zeichen wie y, d. h. mit 
dem negativen nimmt; so zeigt sich dass cos;|f reell und positiV; 

TIC - 

miz gleichfalls reell; also x reell und -<+-^ ist. Es reducirt sich 
fblg^eb' die, Suotn^e d«r zwei Integrale ia (6) oder V auf 

H«iae, Haodbuch d. Kugelfunctiooen. 22 
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d. fa. auf 



/» 



de 



(y+co8U+ie)>^y'-l)"+*' 

oder wegen des Wefthes jf <; +— , welcher die imaginäre Sub- 
stitntion (p. 110) gestattet; auf2tQ*(^). So findet man endlich; da 

0"(y) = (-ir'0*(-y), 

WO übrigens —y positiv und grösser als 1 ist; 



Geht man auf S zurück; so ist es der Differentialquotient eines 
Ausdrucks; der C heissen mag, nach « für « =^ 0, also 

(c)... S = ^, (* = 0), 



»=• 2«4- 



jl/*P*(«)(?-(-y)«tt. 



«=ü 4« 

— go 

Die letzte Reihe kann man durch die schon häufig benutzte For- 
mel (14) auf p. 39 summireu; und dadurch C in 

^^ 1 p dt 



verwandeln, wenn nur Jlf (a + V«'— 1) < *(y+)V— 1) wird; diese 
Ungleichheit findet in der That statt; wie sich durch ein Verfahren 
zeigen lässt; welches dem auf p. 318 bei ähnlicher Gelegenheit an- 
gewandten entspricht. 

[Man macht o = pcosq'\- % ^p^ — l sinq , d. h, 

p cos q = cos cos d^+sind sin ^| cos g> cos it 

. y^'— Isin^ = sindsin&i siny — : — ; 

es ist dann JI!f(a-f-}/a'— 1) =p + Vp^^---l* Wir zeigen, dass p im- 
mer ^cositj welches zur Abkürzung a sei. Zunächst wird Mr«=l 

pcos9 = cos&cos0|-f sin^sindj cosqp; 
|/p*— 1 sin q = 0; 
also sin^^O und p g^nau 1; also =2«. Dass femer bei wachsen- 
dem z und festgehaltenem d;Ctc.^ p nicht >« Werden kann, Iflsst 
sich folgendermassen zeigen: Macht man 



§.14^ 10. BoUtioBfeUipsoid. 339 



sind Bin 6^ = b, 



80 wäre sonst 



.a4-frcos^.»<CiscoB9^ 

d. h. isiD^xCftiiify ak»^ 

1 >r6co85pH — J +6'sm*qp 

_,-,-. oft , ö* 

>*'+2---co8y+-r, 

d. h. es mlisste 1 die dritte Seite eines Dreiecks übertreffen, dessen 
eine Seite b^ sind sind., dessoi zweite = — <; cos^cos0. ist. 
Dies kann nicht geschehen, da a+b^l. Es bleibt daher pnnter 
z, oder p+j^p* — ! nnter »+y»'~l, während die negatir reelle 
Orösse y, selbst för er = noch absolut grösser als z, daher 

wird. Die obige Snmmation ist also gestattet.] 

Man hat nun, wenn für q nnd ü die nrsprfinglichen reellen 
Grössen g = ri, o — »1 eingefbhrt werden, wodurch — y sich in 
rf+costiy'r'+H^Ä'+l verwandett, für C den Werth 

(d) .,. — 4«'C = 



/ 



r«-co8Öco8Ö, hco8it(|^rViy«*H- 1— sinösinöi co8f>)~sin08in0^ sin9>8intt 
Nach den Entwickeluogen des §. 42|p.ll5, da rf--cos0coe0^ nicht 
immer positiv bleibt, wohl aber das A+B d^* Formel (31, a), [nämlich 

i4 + J? = r* f y9M^/?+T--(co8Öco80,+sin0sinö^co85p) 
ist positiv, weil die zu subtrahirende Grösse nie 1 überschreitet], 

wird nnn 

^ ,^ 1 • ^ r« — CO80OOS0, /^ ^\ 

-2n'C=-gar<;cotg ^ '-, ^0<arc<yj 

wenn rf *«oobI^co8#| positiv ist, im anderem Falle 

1/ , cosöcosö, —r« \ 
= -£ V^rccotg ^ n). 

Die positive Grösse E besseichnet hier folgenden Auadrack 

£'=r«+#'+sin'ö+«»'ö, +2rs coBÖco^ö, -2yf^}/?+rsiiiösinö, oos(g(>, 

22* 
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ist also die geradlinige Entfenrang der Punkte (r,0^iff) und 
(«, n — 0^ ; V'i)« ^* ^^ zweiten der obigen Fälle mit + ^r eine Grösse 

multiplicirt wird; die zwischen — und n .liegt; so fasst man beide 
Formeln in die eine zusammen 

/ii\ o «rr ^ * rt— cosöcosö, 
(11)... — 2«'C==-g-arccotg ^ '-, 

in welcher der arc positiv^ zwischen und n genommen wird; man 
füge noch die Gleichung aus p. 338 hinzu: 

(ll,a)... S = ^, (« = 0). 

Pen Werth 8 äetzt man schliesdich in Ya ein. Eine Ausführung 
der Differentiation; nach der man j = macheu kanu; bietet offen- 
bar nicht die geringsten Schwierigkeiten dar; aber eben so wenig 
einen Umstand; der hier von Interesse wäre. 

Der besondere Fall; in welchem /'(d, ^) von i/^ unabhängig 
ist; und in dem es mit f{&) bezeichnet werden mag; erlaubt noch 
eine weitere Beduction unserer Ausdrücke; da nun f vor das in- 
nere Integral tritt; und F« auf p. 333 sich in 

u 
verwandelt; wenn 

/In 
Sd^f, 

u 

gesetzt ist. Offenbar wird; entsprechend (11; a) 

wenn man 



S 



/in 
Cdtf,, 



ü 



macht; während C auf arc cotg fUhrtC; wird d, wie gezeigt werden 
soll; ein elliptisdies Integral geben: ist dieses gefimdeu; SiO^kann 
wie in dem allgemeineren Falle; die Eechnung abgebrochen werden. 

Am bequemsten kommt man zum Ziele; wenn die Integration 
nach 1//, an C in der Form (d) ausgeführt wird/ zu welchem Zwecke 
man den Nenner des Integrals; der bisher nach cosii und sint^ 
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geordnet war, d. h, die Form hAtte 

a-^bcosit+ceinit 

wo a, b und c kein t enthielten; nach fff^, oder was hier genügt 

nach 9> auf 

a+bcof^f+csiüfp 

bringt y wo 

a = r* — cos ÖC08 öj + j/r'+ 1 y?+TcoBi< 

6 = — sin dsin 0^ cosi f 

c = — sindsindisintt 

gemacht ist, und a, b reell, ersteres selbst für « = ö positiv, c rein 

imaginär wird. In ähnlichen Fällen haben wir schon früher das 

allgemeine Prinzip erwähnt, nach welchem eine solche Integration 

nach ip =: iij — tf/^ statt nach \}j^ , von bis 2n ausgeführt werden 

kann. Man erhält dann aus p. 132 

dtp _ 2n 

fccosqp — csin^) "" j/^TZTfcVZ;^' 





wo 






a'— 6'— c' = (r* — cos öcos öj + }/r' + 1 V^Hl eosii)' *- sin' ösinrO, 
offenbar noch fUr « ^ positiv bleibt. 

[Setzt man nämlich a'— 6'— c' = Jlf^ indem man §.47 den 
ersten Fall beachtet, nimmt M positiv, und 

a = M,x 

b = M. ya:'--l cosjf 
c = Jüf.j/aj*— Isin;^, 
so ist X positiv reell und grösser als 1, also cosjjf negativ reell, 
und siD;|f rein imaginär mit dem Zeichen von — sipif; es hat also 
X die Form n-{-ie wenn v eine rein reelle Grösse ist, welche das 
Zeichen von t besitzt etc. ete. 

Bequemer führt Jacob i's Ausdruck auf p. 133 zum Ziele. 
Die Bedingung (<) dort, welche hier erfüllt wird, verwandelt sich 
nach unserer Bezeichnung in 

— <1. 

a 

In der That ist 

a±b == r*— cosÖcosöj + co8Ü(]V+l}^«'-f l+sinösinöj 
selbst noch für < = positiv.] 



/. 
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Man hat nun fUr (S sein^i Ausdmek durcL ein elliplitolMS 

Integral 

— 2;ig = 

dt 

■ II I - I . I I ■ ■ I I ■ I T I I I 

j/y'r'+l >/?+Ico8i<+r«— cos(ö— 6^J. |^yP+iy?+Icoai<+r«--.coB(ö+Ö, ) 

gefunden; dieses kann man durch bekannte Transformationsformeln 
wie sie z. B. Luchterhandt im 17*^% Bichelot im 34***^" Bande 
des Crelle'schen Journals angegeben hat^ in die canonische Form 
der elliptiichen Integrale bringen. Zur Abkürzung setze man. 

P=:rC0SÖ fll=«C08Öj 

q = yr'H-l sin n = ^«'+1 sin 0, , 

und hat so Grössen, eingeführt, deren geometrische Bedeutung man 
leicht erkennt Führt man im Integrale cosf< = y statt i ein^ so 
entsteht: 

wo a = 1 , ^ = — 1 



Dann wird 



_ coB(g+gt)— r^ 



_ 1 /^i cte 






a?o 



WO a?o, a?|, *, JHT folgende Werthe annehmen: 

4:nq 

{m+pY+ln+q) 

cos cos ö, — rs 






aj. = 



* }/p+l y«'+l — sin sin Ö, 
Hier sind zwei Fälle wesentlich zu unterscheiden: 

1) Ist x^ negativ; so wird erhalten 
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wenn K, wie üblich, das ganse Integral bezeichnet. 

2) Ist $)^ positiv , 80 wird das Integral von — 1 bis ^, gleich 
einem von —1 bis oder K, vermehrt um eines von bis x^. 
Man findet also 

COS cos ^^ — rs 

^ -ir^ ]/?+T — siD ösinöj^ ' 
wodurch auch der besondere Fall erledigt Ist. 

• §. 15. Es bleibt noch übrig, die Art mitzutheilen auf welche 
der Nachweis gelingt, dass die Entwickelung von R'^ nach Kugel- 
funetionen, wenn sie auch wie im §. 9 unter der ausdrücklichen An- 
nahme erfolgt ist; dass 6 nahe Null sei, noch fülr die übrigen Werthe 
von gültig bleibt. 

1) Setzt man tang— = «, wodurch 

sm0 = m — r; cos^ = --- — 5 

wird; so verwandelt sich R und R" in eine Function von u, welche 
endlich; monogen und monodrom bleibt so lange u Werthe annimmt, 
die sich höchstens um eine wenn auch kleine Grösse über die 
Achse des Beeilen erheben oder unter dieselbe herabsinken, also, 
um dasselbe mit anderen Worten zu wiederholen, so lange u nicht 

aus einem wenn auch schmalen Streifen S heraustritt, der in un- 

< 

endlicher Längenausdehnung die Achse des Keellen umgiebt. In 
der That ist dies wie bekannt der Fall, wenn es einen solchen 
Streifen giebt, in dem R nie verschwindet. Es kann aber R für 
kein reelles 0, also für kein reelles u verschwinden, weil sonst 
zugleich 

wäre, was unmöglich ist, da die Punkte (xyy,z) und {x^,y^,z^) 
verschiedenen ellipsoidischen Flächen angehören, wenn man r und 
r, festhält; und und xp, auch öj und t^^ alle möglichen reellen 
Werthe giebt. Hieraus folgt unmittelbar, das für jedes festge- 
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haltene r, r^^, d^, xj)^, \p nur solche u die Grösse R zu Null machen, 
welche nicht auf der Achse des Beeilen selbst liegen, so dass ein 
Streifen <5 mit derselben Eigei^schaft noch existirt; wenn man aucb 
^i; Vi} V alle möglichen reellen Werthe giebt. Setzt man fest, 
dass für ein reelles u immer R die positive Grösse sei, so ist R 
im ganzen Streifen a YoUständig bestimmt. 

2) Die Grösse R" , in der durch u ersetzt ist, i^enn u ir- 
gend einen ihm in a zukommenden Werth hat^ lässt sich nach dem 
Satze von Dirichlet immer in eine convergente Reihe von Kugel- 
functionen in Bezug auf d^ und tp^ entwickeln, so dass 

WO ?)'* als Doppelintegral durch §. 98, d gegeben ist. Die erwähnte 
Formel liefert, wenn man die dortigen Zeichen beibehält, die Ent- 
wickelung einer Function f{d,\ii) nach Eugelfunctionen in Öezug 
auf 0,ip\ ist © ein in /"vorkommender Parameter, in Bezug auf 
welchen f endlich, monogen und monodrom bleibt, wenn t) nie aus 
einem Räume a heraustritt, so ist dasselbe mit sinö|/'(ö, , V',)P»(cosy) 
der Fall, also mit dem Integrale nach %l>^ und Ö, zwischen end- 
lichen Grenzen und n resp. 2«, also mit dem n**'" Gliede der 
Entwickelung von ({6, tp\ Hieraus folgt, indem man statt €>, 0, %p 
hier «, 0^p t//^ und 

setzt, dass ?)" endlich, monodrom und monogen nach u in dem 
Streifen a bleibt. 

3) Ist u reell und nahe Null, so kennnt man den Werth von D* 
aus §.9 Gleich. (8, a), und sieht dass es eine ganze Function 

^ten G-rades von sinö und cosö, das dortige — F" ist. In w um- 

gesetzt, wird es eine rationale Function von u, die endlich bleibt 
wenn man die Breite von a, sollte der Streifen sich bis auf +i 
ausdehnen, in einem schmaleren S zusammenzieht. Es wird daher 
für alle u des Streifens S, — für uns genügt dass man weiss für 

alle reellen u — die Function D** mit — -F" übereinstimmen. 
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§. '" 16. Zum Schlüsse dieses Kapitels ist noch das Historische 
über die hier behandelten Aufgaben mitzutheilen. Lam^ hat für 
die dreiachsigen Ellipsoide im 4**" Bande des Liouville'schen Jour- 
nals vom Jahre 1839 die hier in Frage kommende Aufgabe aus 
der Wärmelehre gelöst ^ welche wie man sah^ mit der andern, im 
§. 12 behandelten übereinstimmt: das Potential/ wenn es an der 
Oberfläche des Körpers gegeben ist, ftr innere Punkte zu finden. 
Atif die erste Abhandlung , welche die nnglrichachsigen Ellipsoide 
behandelt; aus deren reichem Inhalte bereits in der Theorie Man- 
ches mitgetheilt wurde, und von welchem man noch Weiteres ini 
folgenden Kapitel erfahren wird, Hess er in demselben Bande eine 
zweite folgen, in der er zeigt, wie die allgemeinere Methode sich 
für den speciellen Fall des Botationsellipsoids gestaltet, — wie die 
im aUgemeii^en Falle auftretenden Producte der E sich in Producte 
aus trigonometrischen Grössen mit fertig gebildeten endlichen Rei- 
heaa. v^wandeln. Somit ist die erste Losung dieser Au%abe auch 
für die Botation&ellipsoide von Lamd geliefert. 

In. seiner Inaugural -Dissertation, die im April 1842 erschien, 
darauf im 26^^*^ Bande des Cr eile' sehen Journals vom Jahre 1843 
hat der Verf. dieselbe Aufgabe behandelt, indem er das Botations- 
ellipsoid zum Ziele nahm, und sie durch die Methode, welche im 
§• 12 angegeben ist, löste. Aus den Besultaten dieser- Arbeit ist zu 
erwähnen, dass die bei Lam^ auftretenden Reihen sich hier als 
die K» erwiesen. Dadurch dass man die bekannten Eigenschaften 
der P anwandte, bekamen die Endformeln auch in anderen Thei- 
len eine bessere Form, indem bei Lam^ z. B. in den Nennern un- 
ausgeAlbrte Integrale auftreten, die bei uns durch ihre einfachen 
numerischen Werthe ersetzt werden konnten. 

Das Resultat in der Form wie der Verf. es fand hat Lam^ 
in seinem Werke: ^Snr les fonctions inverses^ vom Jahre 1857 ab- 
geleitet; der Theorie der Anziehung oder Wärme ist in dieser Schrift 
nichts wesentlich Neues hinzugefügt worcien. Liouville bemerkt 
in seinen Arbeiten aus dem Jahre 1846 im XI. Bande seines Jour- 
nals S. 217 — 236 und 261 — 290 gleichfalls, dass die besprochenen 
Functionen die Pm sind, und fügt am Schlüsse hinzu, dass er die 
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dort veröffentlichten Untersuchungen schon vier Jahre früher voll- 
endet habe*). 

Dieselbe Än%abe für den äusseren Punkt (Aufsuchung von 
Va des §. 12) hat der Verfasser zuerst gelöst. 

Neumann gab der Function Qm, welche in V» vorkooinity 
und bei dem Verf. als hypergeometrische Beibe angewandt wurde, 
im S?^*""" Bande des Crelle'schen Journals die Form des §.Ö9^ fe^ 
ner verbesserte er Lamd's und des Verfassers Arbeit über V^ in 
einem Punkte (im §• 12 ist derselbe hervorgehoben) ^ indem er das 
Verschwinden gewisser Constanten, wenn die Eccentricität imaginär 
ist, strenge nachwies. Zwar hat der Verf. im 29^*^" Bande des 
Crelle'schen Joum. nachträglich einen wohl genügenden Beweis 
hierfür geliefert; dieser ist aber viel umständlicher, und sicherlicb nicht 
so naturgemäss. Neu mann hat auch den magnetischen Zustand ein^s 
EUipsoides bei vertheilenden Kräften bestimmt. Zur Entwicke- 

lung von -^ auf die es, wie man weiss hierbei ankommt, bedimt 

er sich nicht der im §. 9 angewandten Methode sondern derjenigen 
welche im §. 13 auseinandergesetzt wurde, indem er des Verf. ur- 
sprüngliche Bestimmung von F» und Va durch Integration der Dif- 
ferentialgleichung zf*F=0 zu Grunde legte. 

Die Methode des §. 9 zur EntWickelung von R^^ nach Engel- 
fuBctionen beruht auf den Prinzipien, welche der Verf. im 42**^* 
Bande des Crelle'schen Journals bei der entsprechenden Aufgabe 
für das dreiachsige Elltpsoid kurz mittheilte; Bedenken, wdcfae 
ihre Anwendung erregen konnte wenn q zwar grösser als f^ war, 
aber nicht so gross dass die Reihe für (« — /?)-> im §.9 für alleS 
convergirte, sind durch §.15 beseitigt. Das kurze Verfahren des 
§. 10 erscheint hier zum ersten Male. 

Ueber die Aufgabe des §. 14, die Kreisscheibe handelt ein 
Aufsatz des Verf. im Monatsberichte der Berliner Akademie vom 
Jahre 1854, S. 564 — 572. Dort ist nämlich angegeben, dass die 
Summation der betreffenden Reihe auf arc tang führe ; es sind auch 
die Mittel erwähnt, durch welche die Summatioo gesohidit, und 

*) C^est dans les quatre derniers mois de Tannde 1842. que j*ai commenc^ 
et termin^ tomtea ce$ xecherckes etc. 
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£e Bcsdltate weiche sie verschaffen. Einer schriftlichen Mittheilung 
dee Herrn Lipschitz yerdanke ich die Nachricht, dass der Tbeil 
meines Besultates, welcher den allgemeineren, hier in der Formel (11) 
enthaltenen Fall betrifft, bei einer von ihm angestellten Prüfling 
sich unrichtig gezeigt habe, so wie die Angabe des richtigen Re- 
sultates. Den Fehler, welcher in ^ner Rechnung vorkam, die im 
Monatsbericht S. 568 nur beschrieben nicht angeführt wurde, und 
welcher dadurch entstand, dass bei einer Sommation (in unseren 
Formeln der nach m) die Suramenzeichen sich auf zu viele Glieder 
erstreckten — aus diesem Grunde sind auch die Besultate im spe- 
ciellen Falle richtig geblieben — , habe ich hier verbessert. Es ist 
unterdessen eine denselben Gegenstand betreffende Abhandlung des 
Herrn Lipschitz im 59»**" Bande des Borchardt'schen Journals 
S. 1 — 53 erschienen: j^Beiträge zur Theorie der Vertheilung der 
statischen und der dynamischen Electricität in leitenden Körpern.* 
In derselben werden die Q^ welche im Nenner auftreten, wie es 
im Monatsberichte oder hier geschah, durch ähnliche Ausdrücke 
im Zähler ersetzt, so dass dort gleichfalls die Formel ftir nB^ auf 
S. 335 den Ausgangspunkt bildet, nur mit dem Unterschiede^ dass 
Herr Lipschitz zmn Ausdrucke von sich des Neu mann 'sehen 
Integrals statt des in den Arbeiten des Verf. benutzten bedient. Nnn 
wird die Summation ausgeführt^ und giebt ein Doppelintegral, des- 
sen Worth Herr L. direct fUr eine besondere Lage des Punktes 
bestimmt. Er erräth dann den Werth desselben im allgemeinen 
Falle, und verificirt das Resultat, indem er es in die Difierential- 
gleicbnng ansetzt, dnrch die bekannten Mittel. (Man vergleiche 
Dirichlet's Arbeit im 32**«" Bande des C relle'scfaen Journals S. 80: 
„Sur un moyen g^n^ral de v^rifier Texpression du potentiel relatif 
h, un^ masse quelconque^ homogne ou h^t^rog^ne.^) Die Abhand- 
lung im Monatsberichte erforderte complicirtere Rechnungen, um 
die Forsdel £Ur den speciellen Fall in eine zweckmässige Gestalt 
zu br»gen: die Rechnungen zu der dort richtig angegebenen End^ 
formel wurden, im 53^^^" Bande des Bor chard tischen Journal's '^X 

*) Die Rednction der elliptischen Integrale in ihre kanonische Form , 6. 199 
Us 200» Daselbat ist bei der Zusammen Stellung der gefundenen Formeln 6. 2^8 
irrthümlich der Modulus k für ft, gesetzt worden. 
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wenigstens fttr den Fall eines positiven rs — cos^cos^j volhtändig 
abgeleitet. In der gegenwäirtigen Arbeit ftlhrten^ wie man sab^ 
viel einfachere Bechnungen zu demselben Zirie; 



Drittes Kapitel. 

Das dreiachsige EUipsoid. 

§. 17. Nach den Auseinandersetzungen der vorigen Kapitel 
übersieht man, dass es nur darauf ankommt eine geeignete 
Entwickelung der reciproken Entfernung zweier Punkte 
aufzufinden; um dann sogleich die Anziehung einer von zwei drei- 
achsigen Ellipsoiden begrenzten Schale mit gegebener Masse auf 
einen äusseren oder inneren Punkt ermitteln zu können. Diese 
Entwickelung wird hier nach der Methode des §.9 vor- 
genommen; nach der zweiten Methode im §.23, Wir setzen 
X = rcosd^ x^ = r^ cosö^ 

y = )/r'— ö^sinöcos ij/y y^ = }/rJ— fc'sinö^ cos V'i 

ü = )/r*—c' sin ösint^, ä^ = y'irj—e* sin ö, sin^^ ; 
und denken^ uns b und c entweder beide reell und positiv oder' beide 
rein imaginär und positiV; ferner 

Hält man r und r^ fest und giebt 0, yf, &^y xf^^. alle Werthe von 
bis A oder resp. bis 2n, so stellen also x, y, z, und x^^ y^, s^; die 
rechtwinkligen Coordinaten .zweier Punkte P und P, vor; welche 
auf zwei confocalen Ellipsoiden liegen; P auf dem grösseren mit 
den Achsen r, j^r*— 6*, ^r^—c^, und P, auf dem kleineren dessen 
Achsen r, , ^rj— 6% ir]—c^ sind. 
Indem wieder 

R = y{x-^x,y+{y-^y,y+{z-^z,f 
gesetzt und R positiv genommen wird; soll nun die Entwickelung 
von Ä""* nach Kugelfunctionen in Bezug auf und tp vor- 
genommen werden; wobei sich aus dem Resultate zeigt; dass diese 
zu gleicher Zeit eine Entwickelung derselben Grösse pach Kugel- 
functionen in Bezug auf 0^ und iff^ ist. Man stelle sich wieder 
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nahe an Null vor, well die Gültigkeit derBelben Entwickelung für 
andere «ich später sehr einlach ergiebt. 

Man drücke nnn^ wie im §. 9^ R~' durch ein Integra) au»; 

wobei man sich vorläufig so klein denkt dass x^^x^ positiv ist 

Macht man 

a = X +iy cosfj+ii siniy, 

ß= Xj-f iy^cosi^-f f«|8ini7, 

so hat man 

(«>••• li=J ^' 

Die Grössen o und ß sind nicht der Art wie die entsprechen- 
den Grössen in der Untersuchung über die Botationsellipsoide ge- 
bildet, dass nämlich P*(ß) oder l9'*(a) unmittelbar eine einfache 
Entwickelung nach Cosinus oder Sinus der Vielfachen von xp^ oder 
xfß gebe; dividirt man aber in (a) Zähler und Nenner unter dem 
Integp*ale durch 

y6'co8*i|?+c*sin'^ 

und setzt 

a 



d = 



so dass (a) in 



y6*cos*iy + c*sin*i? 

ß 

y 6* cos' I? + c* sin* 9j 



dn 

7n 



(*) 



2«_ P 



2« _ J yft'cos'u + c'ain'i? 



^ 



-d 



übergeht, so kann man diese Formel behandeln wie (6) im §.9. 
Es wird dann 



^ Ä I il^r*— 6*cosv . ^ 

yfc'cos^jy + c'sin'j? y6*co8'^iy4-c*sin*j? 

y 6 cos I? + c^sm I? 

während S aus y durch Vertauschnng von r^ ö, ^ mit r, , ö, , t//j 
entsteht. Um die Grössen y und S leichter mit den ähnlich ge- 
bQdelc^ i& des §«66 und 67 zu vergleichen mache man 
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yfc'cos'iu+c'Bin'iii y&'co8*i}+e*«n*q 

und findet 

y == I C08Ö +y'|* — iBinö cog(;f — -y)> 

Für hinreichend kleine kann man (6), wie den tibenso nn- 
merirten Ausdruck dea §. 9, in eine Reihe entwickeln, und erhält 

1 «=.00 

(12) ... J =,£!", 

Für F"(J) und G"(y) setze man ihre Reihen, und zwar ist in B^zug 
auf Q der Fall ad 1 oder ad 2 des §.75 zu beachten, indem | bei 
reellem b und c reell, und bei hinlänglich kleinem & auch |cöb*>1, 
bei imaginärem 6 und c aber | rein imaginär wird- Man hat daher 



r = 



m=ü 
ms?«! 



(2n+l)Q'{y) = 22 (-irP:(co8Ö)(?:'!(S)coam(;t-V)+3, 

m=:U 

wenn mit 3 d^ Theil der Reihe von (2fi+l)0"(y) bezeichnet wird, 
dessen Glieder wie die ie» eraten Theilea gebildet soid, aber ein m 
enthalten, welches n übersteigt; das Glied, welches m = entspricht 
ist halb zu nehmen. 

Es wird im §. 19 nachgewiesen, dass 

% yo cos j? + c'sm 1? 

verschwindet, wodurch F", wenn man den Theil von ft wel- 
cher zu 3 addirt (2n+l)0"(y) ausmacht, T nennt, sich auf 

2^^. }/6"co8^i;+c*sin*i? 

reducirt, ako zur Gattung P** in Bezug anf und .^ uad 
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2tlgleich in Htzng auf ^^ und ^p^ gehört, wie oben be- 
hauptet wurde. Bei der Behandelung der Kotationaellipsoide trat 
zwar auch dm solcher Theil 3 ^^U ^^ ^^^f ^^ d^A besonderen 
Fall 6=c auch ;u=;u, =j; wird, und I^(i) trigonometrische Functio- 
nen nicht höherer als des n*** Vielfachen von Xi enthSlt, 3 ^^' 
gegen nur höhere Vielfache als das n** von;; da femer ftlr b=c 
auch yPcösV+^^sm*^ von ly unabhängig wird, so ist für den be- 
sonderen Fall das Verschwinden des Integrals (e) klar. Wir über- 
gehen, wie gesagt, in diesem Paragraphen den Nachweis, dass (c) 
auch hier verschwindet, und beschäftigen uns wit (i), welche Glei- 
chung wir in eine bessere Form bringen. 

Denkt man sich für I^{3) und T ihre Wertfae gesetzt und die 
Multiplication ausgeführt, so entsteht eine Summe von Gliedern, 
von denen wir irgend eines in's Auge fassen, nämlich das welches 
aus Multiplication des i»**" Gliedes in P mit dem p**" in T hervor- 
geht. Dieses enthält einen Theil der vor das Integral tritt und mit 



/ 



^''kc^ )Q''m^^^^^Xi- ^t)<^o^p( x-Mf)^n 



^^ y6*co8*iy-|-c'8in*i? 

muHiplicirt ist; dieses Integral wollen wir jetzt betrachten. Statt 
der Grenzen und 2fs kann man zwei beliebige um 2ss sich unter- 

scheidende, z. B. — — und -g"; ^*ö ^» ^^^^ geschehen soll setzen, 

weil die Function unter dem Integrale sich nicht ändert, wenn man 
in ihr 1/ mit 2n+ii vertauscht; man serlege dann das Integral in 

eines von — ^ bis —, und eines von — bis — welches letzlere 
man durch die Substitution 9 = m+^ auf die Grenzen — r- und — 

M M 

bringt Für Werthe von 17 welche sich um n unterscheiden, blei- 
ben ^ und || dieselben, unterscheiden sich die entsprechenden % 
oder Xv ^"^ ^^ ®^ '^'wA. also das zweite Integral gleich ( — l)"*"*'''mal 
dem ersten, so dass das ganze Integral zwischen und 2^1 gleich 

dem doppelten von — ^ bis -^ wird wenn m-fp eine gerade Zabl 

bezeichnet, und dass das Integral verschwindet so oft m+p 
ungerade ist. 
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Löst man durch die elementaren Formeln c(mtn{Xi-^%) ^^^ 
oosp{x-^^) ^uf, so befinden sich unter dem Integrale vier Glieder; 

die aus dem Producte von ^\^i/^p\^f ^^gp j^ 

y.6'coa*J?+c'Bin*i? 

cosmY'i coBpipcosmXi cospz; sinmV', coBpt^sininjif, cosfx» 

cosüiv^j sinpi^cosmjlf^ Binp;i;; Binmip^ einpip sinflijf, wpx; 

bestehen ; für entgegengesetzte fj bleibt | unverändert und x ändert 

sein Zeichen, nicht seinen Werth. Daher verschwinden das zweite 

und dritte Integral zwischen den gleichen und entgegengesetzten 

Grenzen — r- und — , und nur das erste und vierte bleiben übrig, 

die man dann auch zwischen und — nehmen und verdoppeln 
kann. Unser Integral ist also 



n 



Ä /*2 v^n.j-v COS my, cos pydi; 

4cos«»V;.cospW f:(li)(?;(l)7=f , ,7- \ 



u 
1t 



yfe* cos* ly + c* sin* 17 



+ 4Binmy.,inpt,/V:(§.)Q;(|),;°"'f"°?^^, 

•jf yo COS i!? + c sm 17 

wenn m+p eine gerade Zahl bezeichnet^ dagegen Null Air! ein un- 
gerades ffi+P* Nennt man diese Grösse 4^1^ > so wird 

r = i:-r(~-l)''aiP:(cosö,)P;(cosö)^?, 

die Summe von m und p gleich bis n, aber nur Über die gkteh- 
artigen m und py und für p = 0^ nicht aber für m = die Hälfte 
genommen. > 

Es bleibt noch übrig, die Grösse A, welche |, li , x ^^^ Xi 
enthält, so zu transformiren, dass sie direct durch die gegebenen 
Stücke r und r^ ausgedrückt wird. Man behandele zu diesem 
Zwecke 

1) Die beiden Producte 

P«(fi)cQsm;fj, P«(^Jsin»i;fj, 
Functionen wie sie früher durch Cm und S^ bezeichnet wurden, 
deren Ausdruck durch die Stücke §, , y^^— lco8;|f, , y|J— l«in;|fj 
man §.71 und zwar in doppelter Form findet; einmal als endliche 
Reihe; dann als Integral. Wenngleich wir nur die zw^eite Form 
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benatzen wollen, so mag doch zur besseren Uebersicht die erste 
hier gleichfalls anfgeföhrt werden; verbindet man, um eine ge- 
meinschaftliche Formel zn erhalten, die beiden umzuformenden 
Producte durch +i so wird 

r(|,)(cosi»;i;,±f8inm;f,) = (y^rZTcosx,±i ]^il^f^i^XtT%{l), 
d. h. (indem man für ^, und Xi ^^^ Werthe durch r, und iy ein- 
setzt), gleich dem Producte von 

(Vr^ --6'co8iy+f j/r? -c'siniyr 

(l^fc* cos* fj + c^ sin* ly)" 
in die Reihe 

r'l-^-- 2(2n'-l) — ^(*^ö8^ + ^ sin*i?)r^-"'-Hetc., 

also gleich der — n*®" Potenz der Quadratwurzel y6*co8*i7+c*8in*iy 
in- eine ganze Function von r^, die zugleich eine ganze Function 
von C0SJ7 und sin 17 ist. 

Der Ausdruck unserer beiden Producte durch ein Integral 
wird aus der Formel des §.71 auf p. 182 gefunden wenn man dort 

cos ö = 1^ 

f sind cos t/; = y^J— lcos;if, 

fsinösinv; = }/|J— lsin;ifi 

setzt; nennt man den Integrationsbucbstaben a, und macht ,\ 

B = r^+^r] — fc'cosjycosa + y^^J — c*s>nj?8ina, 
so entsteht die Doppel -Formel 

n.n{2n) p n^ |eo8m;g.^ 1 /' X^^*^**] da 

2-i/7(w+m)JT(w-m) "^^^'^Uinmx, (}/5'cos*i?+c*8in*jy)V Uinmah 

2) Es folgt jetzt die Transformation von 

Op{^)cospX> Ql{^)^inpx, 
welche durch (46) auf p. 156 ausgeführt wird. Dort stellte tp, welches 
mit X zu vertauschen ist während ^ für das dortige x gesetzt wird, 

m TS 

einen Bogen vor, der im Allgemeinen bis über —- steigen durfte, 

ft 
indem bei uns der Fall §. 42 ad 3, in welchem %{) nicht ^ erreichen 

durfte, nicht eintreten kann. Da n also auch x i^ur bis -^ wächst, 

Heine, Handbuch d. Kugelfaacüonen. 23 
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80 darf man die angezeigte Formel benutzen und findet zunächst 

dt ico&pit 



n{n+p)n(n--p) ^n^.\coHpx^f 



und hieraus; wenn man 

C = r+yr'— ft'cosiy eo8«<+ y'r'—c* sin i; sintf 
setzt; für die rechte Seite 

(|/6'co8',?+c»8in',r/* er-' 1'!*'^*' ! dt. 

' */ Iftin «».#4 



—00 



lainpt^ 



Diese Werthe ad 1 und 2 hat man in A!^ einzusetzen und dann 
Y in der veflangten Form gefunden ; es wird nur erforderlich sein, 
die Rechnung bei dem Theile von A vorzunehmen, welcher aus 
den oberen Zeilen der betrelFenden Formeln entspringt, d. h. die 
Cosinus enthält. Dieser Theil von A verwandelt sich nun, wenn man 

^ __ (1.3...(2w— 1)V 

^^ n(n+p)n{n-'p) 

machte d, h. 6^ = aJJ, bp = ^a^, in 

2«+l bp 

4:n bm 
multiplicirt mit 



n 



/^, f^"^^ j /'*cospt/^ 

dt]! B cosmadal — iTfl"^' 

ü —<D 

für p = die Hälfte genommen. Es lassen sich aber die beiden 

inneren Integrale von i? = — ~ bis fj = — nach Cosinus der Viel- 

fachen von fj in Reihen entwickeln, indem sie, mit gewissen Po- 
tenzen von 

y6^cos*iy + c'sin'?7 

multiplicirt; in diesen Grenzen nichts anders sind als Constante mal 

PI (I, ) COS mx, ; Ql (I) cos mx, 
also sich durch Vertauschung von ij mit — t] nicht ändern. Be- 
zeichnet man für den Augenblick zwei so beschaffene, von "~ ö" ^^^ "ö" 

gegebene Functionen von t] mit f(f]) und F(ff), so ist die Cosinus- 
reihe einer jeden eine verschiedene, je nachdem man verschiedene 

Annahmen über die Fortsetzung von f und F zwischen +~ und 
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+ n macht. Würden wir z. B. die Function 

'"^ cofipit dt 



Fiv) =f 



— » 



fj-H 



SO entwickeln wollen, dass auch über — hinaus noch F(tf) mit dem 

Integrale übereinstimmt, so wäre dieses nach §. 58 etwas ganz an- 
deres, als wenn, wir, wie hier, festsetzen es solle dann noch F(fi) 

darstellen, wodurch die Entwickelung sich gerade einfach gestaltet. 
Wir setzen deshalb fest, es sei über iy = + — hinaus 

m = {.-irf{n-ri), 
und für iy < — sei F(ri) wie oben, und 

JB"cosmada. 
u 
Macht man dann 

F{tji) = \a^ -fttj cos i^+a^ co82i?+ etc. 

f{ri) = ^6^ 4- 6j cos 17 + 6, cos2i? + etc. 

wo die Beihe für f{ri) sicher mit 6„cosni7 schliesst, .so wird 



71 



f^nn)mdri =y Fit])mdn+/"F(ti)r(.V)dv 



O n 

2 



=^2j\ri)f{ri)dn 



weil m und p gleichartig sind, also l + ( — 1)"*"^'' = 2 ist. Man hat also 



n 





ferner 



4 f^ 

—J P(v)f(v)dv = i^o h + ^i *i + «2 ftj + etc.; 



2 /"^ 

a<; == — / F{f]) cos gi? diy 



U 

7? 



4 /'^ 

= — y F(fj)coBqf]dij 





23 
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wenn q mit p gleichartig ist sonst 0, und 



n 
'2 



4 r 

bg = —J f(fi)cosqi3dVf =0, 
ü 

je nachdem q mit m gleichartig ist oder nicht. Man findet also 
HL IL ^ 

P^W(ji)dn = ~^-^"(y '^('?)ßöS9^^^)(y f{v) cos qrjdfi), 

die Summe nach q nur über solche q ausgedehnt, welche m und p 
gleichartig sind, und für q = die Hälfte genommen. Setzt 
man nun 



TT. 



If * = — / COS qnd^ I ^ cos ma da 



{) 

7« 



n —00 





SO wird der betreffende Theil von A 

(2n+l)j^ cos mtp^ cos pxp !s Vj* FT J 

dem noch ein anderer hinzuzufügen ist, um Ä zu geben, welcher 
statt der Cosinus die Sinus enthält. Der erste Theil giebt als ersten 
TheU von F" 

i(!^±l) 2 {-^iybpK{coBd,)coBmtp,Fp{coBe) cospi/z-SP^TF^, 

wenn jetzt auch für m = die Hälfte genommen wird. 

Stellen wir alle Formeln zusammen, so entsteht also das Re- 
sultat: Es ist 

2 n=oo 

Um F* auszudrücken setze man 

(13) ... B = r^ + ^r] — 6' cos?/ C08a + V'*? — c*sini>; sina 



(12)... ^ = :s. r*. 



C^r H-Vr' — 6' cos j; cos it + ^r' — c* sin jy sin t< 

n A^ A« _ (l-3-5-(2«-l))' 

(^14; ... Op- jj(„^p^jj(„_p) 
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7t 

2"' 



(15) . . . V'^ir^ ) = — / cos qri dtjj B" cos ma da 



ü 

TT 



1 /"^ /** cosmt^ 



-00 ^ 



71 



1 /*^ Z*'^ 

ti^ (r J = — / Bxnqtjdt]/ ß* sin ma da 



' u 



1 /* 2 X**01Tl#MLf# 



ü -oo ^ 

Dann wird 

(16) ... F" = ?l?!LiiÜ ''^ls^\^ifb;K{co%0,)p;icoB0) x 

( COS mip^ C0& ptfß 2 Ug (r^ ) W^ (r) + sin mtp^ sinpi// 2 Ug (r^ ) Wq (r) j ; 

wenn für m = 0, ^ = 0, ^ = jedesmal die Hälfte genommen wird, 
also z. B. wenn alle drei zugleich sind nur der achte Theil, und 
man die Sumnne nur über die gleichartigen m, p, q ausdehnt; sie 
zerfallt also in eine Summe über alle geraden m, p, q vermehrt 
um eine über alle ungeraden. 

Die Voraussetzung dass sehr klein sein müsse hebt man 
durch eine wörtliche Wiederholung des §. 15 auf; indem man nur 

ad 3 dort — Y mit Y vertauscht. 
e 

§. 18. Die Grösse Y ist vermittelst (16) durch vier Functio- 
nen, welche von r, und r abhängen, nämlich durch U, u, W, w 
ausgedrückt, die den Mathematikern zur weiteren Untersuchung 
empfohlen sein mögen. Jacobi hat sich in zwei Arbeiten über 
dieselben verbreitet, welche man im 15*®" Bande des Crelle'schen 
Journals findet; die eine: Formula transformationis integralium de- 
finitorum ist bereits mehrfach erwähnt worden, die andere fuhrt den 
Titel: De evdlutione expressionis (/+2rcosg)+2Pcosqp')"***in8eriem 
infinitam secundum cosinus multiplorum utriusque anguli tp, (p* 
procedentem. 

Die Ausdrücke ü und t^ sind offenbar ganze Functionen von 
Tj, yrj— 6*, V'rJ — c', und die Integrationen lassen sich für jedes 
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gegebene n vollständig aasfllhren. Wir verlassen dieselben ^ um 
noch etwas über die W und tc hinzuzufügen und zu zeigen ^ dass 
dieselben sich gleichfalls als geschlossene Ausdrücke darstellen las- 
sen; in denen nur noch ein elliptisches Integral, welches r enthält; 
als einzige Transcendente übrig bleibt. 

Man setze dazu cosuttf , sinrntf, cosit, Biuit in die Exponential- 
grossen 

2 , |-(e«'-e-0, etc. 

um; multiplicirt man femer unter dem Integrale Zähler und Nen- 
ner mit e^*+^^', so hängen die W und to von Integralen 



n 






ab; wo m eine ganze Zahl bezeichnet; welche zwischen und 2n 
mit Einschluss der Grenzen liegt; und wo zur Abkürzung gesetzt ist: 

a = }/r' — 6' cos iy — » ^r' — c' siniy , 

y = |/r' — fr'cosiy + • y^' — c^sini;. 
Das innere Integral nach t verwandelt sich durch die Substitution 
c' = » in 






und lässt sich nach bekannten Formeln auf J« reduciren. In der 
That wird; so lange m> 1, 

jm ___ 2(m--n—\)r ,ri.-i__ (m — 1)« «..2 



und für m = 1 






so dass also J^ gleich (2wJJ — ya~») mal einer Function von cos 17 

und siniy von der Form —^ wird, wo H eine ganze Function von 

0; r und ;^ bezeichnet. Man reducirt nun Jl weiter durch die 
Formel 

•'"~2nÄa« 2nk '^""'^ 

wenn 

Ä = fc'cos'i^+c'sin'v 
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genetzt ist, so dass endlich J^ die Form 

j: = a+bji 

aDnimmt, in der A und B rationale Functionen von cos 17 und ßini/ 
auch von r, ]/r* — b^ und "^r^^^-^ vorstellen; die als Nenner das 
Froduct einer Potenz von a, y und k enthalten oder wenn man 
lieber will, welche einen. Nenher der Form (ay^k^ enthalten; wenn 
f^ und V ganz sind. (Man ßchte auf den einfachen Ausdruck 

ay = (r* — 6^)co8'j/ + (r' — c')sin'j7, 

welcher im Nenner auftritt.) Durch Einsetzen in (a) verwandelt 
sich die Doppel -Formel (a), wenn man nur den Theil berücksichtigt 
welcher cos^i; enthält; in 



TT n 



(6) ••• / AcoBq^dri + / BJl cos qtjdfj, 



ü 



wo das erste Integral ausführbar ist und rational nach r, ^r' — 6' 
und Vr' — c* wird. Bei der wirklichen Ausführung benutze man 



die Hülfsformel 



/ v>M— 1 , V ^ 



Um die Natur des zweiten Integrals in (6) kennen zu lernen 
führe man das Integral 

c/ a 






aus, welches sich in 

^ '* dt 

— » 






+ yr* — b^cosT^cosit + yr^ — c^ sin ti sintt 
umsetzen lässt; also nach p. 114 giebt 

J_l ^+]^fe^cos^iy+c^sin^iy 

2Ä r— y^^cos^iy+c^sin®^ 
Hieraus folgt 

dJl 1 



dr (r* — b^) cos* i? + (r*^ — c'^) sin' ^ ' 

so dass sich Jl , welches für r = 00 verschwindet; auch durch 

dx 



/oo 



(o;' — 6*)cos'i? + (a;* — c')sin*iy 
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ersetzen lässt. Das zu betrachtende zweite Integral verwandelt 
sich also in 

n 



J (a;'-6^)co8'i7+(a?^- 



(a;'-6')co8'i7+(a?'-c')8in'i? 



Dafcosfj; gleichfalls eine rationale Function von r, j/r'— 6', ]^r^—c^, 
eosTj, fAnti ist, deren Nenner (s. o.) der einfache Ausdruck {ccyfk 
wird; so lässt sich das innere Integral nach tj auf bekannte Art 
vollständig ausführen; und wird eine rationale Function von \q^--V 
und ^x^ — c'; so dass das Integral selbst; wie oben bemerkt wurde, 
sich auf keine höhere TranscendentO; als auf ein elliptisches In- 
tegral reducirt. 

Da ein Versuch; die Aufgabe, welche wir flir die Kreisscheibe im 
§. 14 lösten; auch für die elliptische Scheibe zu behandeln; auf die 
Werthe von W und fr für r = führt; wobei h und c als rein 
imaginäre Grössen zu betrachten sind; so soll über diesen beson- 
deren Fall noch Einiges hinzugefügt werden. 

S^tzt man h% und et für h und c, lässt die Indices m und q 
weg und setzt r = 0; so entsteht 



n 



„, /*2 /*" co&mitdt 

nW=/ coBqtjdfj/ ——, . ..^r 

!ix (ocosiycostf-f-csiniysint/) 

Hier lässt sich für t] eine neue Veränderliche « durch die Glei- 
chungen 

6cosi/ = /Jcosa, 

cfdnf] = /Jsina, 

/9» = 6»co8*^-f c'sin'iy = jj-r—^ — — ^ 5— 

' ft sm a-f <^ cos a 

einführen; so dass das innere Integral in 

** cosmitdt 



1 r 



/J»+V C08»+* (tt — if) 

übergeht. Setzt man in der letzten Formel auf p. 155, welche aus 
den Regeln über die imaginäre Substitution in Integralen Om folgte, 
a für ^ und x gleich Null, so verwandelt sich der vorstehende 

Ausdruck in 

cosma r^ co^mii 
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und endlich nW in 

Die Yertaasclmng von cos ma cos 91^ mit sin masin 917 in der ge- 
wonnenen Formel giebt einen Ausdruck fbr te>. 

§. 19. Bisher wurde vorausgesetzt; es sei; ähnlich wie bei 
den Rotationsellipsoiden^ der 3 enthaltende Ausdruck (c) des §. 17 
gleich Null. Um dies nachzuweisen hat mMi allerdings die Qm(^) 
mal cosin;!; oder sinm;|^ in r und 17 zu transformireu; wenn m>n, 
es bedarf aber nur einer ungefähren Eenntniss der Ausdrücke^ 
welche auf diese Art entstehen. 

Man weiss aus p. 350-— 353 wie P^(S) die Grösse 7] enthält; es 
ist diese Function von der Form 

pn g _ g(co8i?,8ini;) 
^ ^ (yft'cos^iy+c'sin'iy)'*' 
wenn G eine ganze Function von cos 17 und sin 17 vom «*•" Grade 
bezeichnet; die also; nach trigonometrischen Functionen der Viel- 
fachen von 17 umgesetzt; kein höheres als das it*® Vielfache von tj 
enthält. Es wird sich zeigen (s. u.); dass die Ausdrücke 

(a)... Qm{^)G09mx, Qm(^)smmx, 
welche allein zu 3 beitragen; in denen also m grösser als fi ist; 
von der Form werden 

( V^6*cös\ + c^8in^)'''^^jff (cos fj, sin tj) 
wenn H, wie oben G entwickelt; kein geringeres Vielfache als das 
(n+iy* von fj enthält. Hierdurch wäre der Beweis für das Ver- 
schwinden des erwähnten Integral -Ausdruckes (c) geliefert. 

In der That; behandeft mau; um die obige Behauptung zu 
erweisen; die Verbindung der beiden Grössen in (a) vermittelst 
+ 1, also 

Ql{t)(cosmx±isinmx)f 

und setzt für das Q seinen Werth zunächst aus §. 57 

OKI) = (i/r=iro:(i), 

und darauf denjenigen, welcher nach. §.46, Gleich. 37, 6 aus dem 
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obigen folgt, nämlich 

wo für w>ii, was hier stattfindet, Ol» die ganze Function von | 

y-n^tn-i («— m+l)(n — m+2) -_„^„_3 

^ + 27(2^^3) ^ +"*"• 

ist; 80 'entsteht die Gleichung 

(6) ... Qm{^) {cos mx±isinmx) = 

Nun ist 

,/fcä 7 i-./lFi 7 • ] V* — 6' cos 77 + i yr* — c' »in t] 

yb cos' 7; + c am jj 

M__ _ (r* — 6*)co8^i/ + ( r' — c')8in^?; 

cos j; + c sm 77 ' 

also wird 

(y'r' - 6' CO81; qie j/r' - c' sin jy)"«- ^^(ft'cosV+'sin»"*-"-^ 'J ' 

d. h. es ist H(cobij, sin 17) gleich dem Prodncte von 

(c) . . . f—^... — ^7= — T 

^y r^ — 6* cos jy + • yr^ — c* sin ly/ 
mal einer ganzen Function, nach cos' 17 vom oder 

5 Grade, je nachdem m — n eine ungerade oder gerade 

Zahl vorstellt, oder die, nach Cosinus der wachsenden Vielfachen 
von t] geordnet, mit cos(iii— «— 1)?/ resp. cos(iw— 71—2)17 schliesst. 
Um den Factor (c) genauer zu untersuchen, mache man 

wodurch 

also jedenfalls a positiv wird, [Für ein grosses r ist dies ohne 
weiteres klar; sollte für irgend ein r es möglich sein, dass a ne- 
gativ wird, so müsste es vorher durch Null gehen, also 
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d. h. wenn man quadrirt "^r^—c^ (y'r"— 6* + )V'— c') gleich Null oder 
r = c sein. Da nun r>r^ ist und r, nie unter c herabsinkt, so bleibt 

r über c also a positiv.] Ferner geht ^r*— 6' cos ly +<]/!'•— c' sin i; 

durch Einführung von a in y c^ — 6' mal 

— ^ co8i7±t — ^ smiy = ^ 

über, al8o(c) mit Fortlassung constanter,faier übferflüssigerFactoren in 

d. h. in eine nach Cosinus und Sinus der Vielfachen von t; geordnete 
Reihe die mit dem m fachen tj beginnt, zu (m + 2)??, etc. fortschrei- 
tet. Das Product derselben und jener anderen, welche, als einen 
Theil von H ausmachend, so eben untersucht worden war, und die 
nur Cosinus der Vielfachen bis schlimmstens cos(m — n — l)'tj ent- 
hält, liefert demnach für H eine trigonometrische Reihe, in der kein 
niedrigeres als das (w-f l)**" Vielfache von i; vorkommt, was be- 
wiesen werden sollte. 

Es verschwindet also wirklich (c) im §. 17. 

§. 20. Im Vorhergehenden findet man die Entwickelung von 
BT in die Reihe der Y durch die Gleichungen (12) bis (16); die 
Grössen U, u sind nur Functionen von r^ und zwar ganze Func- 
tionen von Tj, y^rj— 6*, /rj — c'; die W, w nur von r, bezeichnen 
aber elliptische Integrale. Um die Anziehungsaufgabe zu lösen, 
welche der im §.11 für das Rotationsellipsoid behandelten entspricht, 
nennen wir wieder k die Dichtigkeit im Punkte x^, y^^ »^ der 
Masse, x, y, z die Coordinaten des angezogenen Punktes und 
haben 

(17)... r= /*^'^y-^' , 

wenn das Integral über die ganze Masse genommen wird. Die 
Masse mag, — damit wir sogleich den allgemeineren Fall betrach- 
ten — , ein Ellipsoid nicht vollständig erfüllen, sondern durch zwei 
Ellipsoide begrenzt werden, welche möglichst einfach nach Einfüh- 
rung unserer Coordinaten zusammenhängen; dies sind zwei confo- 
cale Ellipsoide (vergl. p. 302), an deren Oberflächen r, constant^ 
Werthe r und r^ erhält (r sei grösser als r,). 
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Durch die neuen Coordinaten ausgedrückt wird 

dx^ dy^ dz^ = Ä sin 6^ d6^ dxff^ dr^ . 
weoD man zur Abkürzung 

(rj-6«)(r* -c')co8'Ö, +rj8in'(?j ((rj -6')8in>, +(r\ -c')co8>,) 
setzt; kA, die gegebene Function von r,, ö,, i//j, welche durch 
^(''i f^t^V^i) ausgedrückt werden mag, entwickeln wir in eine Reihe 

^(n , ö., t//J = r+X' + X"+ etc., 
wo X* iron der Gattung P* in Bezug auf öj und tp^ ist, also durch 

^ (a)... X' = JlZiy dösin 0/ F(r,,d,tlj)r{cosy)dxp 



aus F folgt. Jetzt muss der Fall, in welchem x, y^ a die Coordi- 
naten eines äusseren Punktes vorstellen von dem des Inneren Punk- 
tes unterschieden werden. Das Potential heisst, wie früher, in dem 
ersten Falle F« und in dem zweiten F* . 

1) Um Va zu finden entwickele man R~ in die Reihe SY^ ; 
es verwandelt sich dadurch F« in die Summe 



»=00 

1» 



(18) ... Va^ S Z 

i»=0 

(18, a) ... ZTa =J' dr.fdd, %meJ^^''TY''d%l}, , 

r„ ü 

indem alle Glieder, in welchen Producte X" F" vorkommen ver- 
schwinden, sobald m und n verschieden sind. Man löse nun i^(cosy) 
in (a) auf, und findet 



•X = '^(— l)'*ömPm(cosöJ(cr^co8mt//,+/?«8inmV'i), 

f^mj «^ fsm m\p] 

Der Werth von F* war nach (16) 

(^) - ~^ -^ MrP:(co8ÖJco8mt//, 2 b;p;(co^e)cospyj S U^W^ 

vermehrt um den Ausdruck welcher aus diesem nach Vertäuschung 
der Cosinus von mxp, und py; mit Sinus, und von U, W mit u, w 
entsteht. Es wird also 
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vermehrt um den Ausdruck, der durch Vertauachung von a mit ßf 
von cosp^ mit ünptlJ, von l/^ und W mit ti und tr entsteht. Die 
Formel (18, a) giebt also als schliesslichen Ausdruck fUr Z«: 

(19) ... Z: = 'Ü"(— If 6;p;(cosö)(flfpC08pip+Äp8inpfp), 

p=U 

wenn zur Abkürzung 

(20)... gp^^^'2W^{r)^S rv;{r,)a„,dr, 

(21) ... A^ = 32'i*ip5(r)T /*'«-(r.)/?»dr, 

9=1 m=l *^ 

gesetzt wird, und man die Summationen nur über gleichartige 
m, p, q ausdehnt; also erstens über zugleich gerade und zweitens 
über zugleich ungerade. Für m, p oder 9 gleich Null ist jedesmal 
die Hälfte des betreffenden Gliedes zu setzen. 

2) Will man F, finden, so darf man die Formel für F" nicht 
anwenden, ohne vorher r, ö, tp mitr, , ö, , ^j vertauscht zu haben, 
da die Entwickelung voraussetzte, dass r>r^ sei. Dann wird der 
erste Theil von F*, welcher (6) entspricht 

?i?^±ll T(-l)''6;p;(cosÖJcospi^, 2:P:(co8Ö)cosi»V^t/9"(r)»F^(rJ, 

^ p=i) m^q 

folglich 

(22) ... z; = -^ K (cos ö) (g^ cos mip + A« sin mtp) 

(23) ... g^= S2Tu;(r{£\-^lfb;rW^{r,)a,dr, , 

9=0 ^ p=0 •{ 

(24) ... Ä„ = 32Ü"«7(r)''i"(-l)''6;/'«'9(r.)/Jpdr,. 

9=0 p=0 •^ 

§. 21. Die Aufgabe über das Potential, welche der im §. 12 
für Rotationsellipsoide behandelten entspricht, bildet den Gegen- 
stand der zunächst folgenden Untersuchungen. Wir bedienen und 
zur Lösung in diesem Paragraphen der Methode, welche im §. 4 
für die Kugel gebraucht wurde^ und die auf Anwendung der im 
vorigen Paragraphen fUr V gefundenen Werthe beruht; durch die 
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Methode des §. 12 wird man im folgenden Paragraphen dieselben 
Resultate, zugleich in neuer Form nämlich durch die Lam^'schen 
Functionen ausgedrückt erhalten. 

Es sei also das Potential K« oder F« einer Masse für alle 
Punkte der äusseren resp. inneren Begrenzung gegeben, welche 
ein Eüipsoid mit den halben Achsen r, )'!*— 6*, ] r*— c* bildet; 
die innere resp. äussere Begrenzung ist gleichgültig wie man be- 
reits aus §.4, p. 308 weiss. Der gegebene Werth des Potentials 
an der Grenzfläche sei f{Oyip): man sucht den allgemeinen Aus- 
druck für Va und V,. 

Denkt man sich V nach Kugelfunctionen in Bezug auf und 
fp in die Beihe 

n—tc 
i»=0 

entwickelt; so handelt es sich nur um die Bestimmung der Z. Die 
Form dieser Grössen kennt man bereits aus (19) bis (^); be- 
zeichnen nämlich yg und dg gewisse unbekannte Constante, so wird 
aus (19) erhalten: 

(25) ... Zl==^2\''lfblJ^(co80)(cosmxp'^SygWg(^^^^ 

m=ü ^ g^O <7=1 '^ 

und aus (22), wenn y und 8 wiederum Constante, aber andere als 
in der vorstehenden Gleichung bedeuten: 

(25,a) ... Zr= Vp«(cosö)(co8mV/-^V9^9"(^) + 8^omt^!iX«9 W)' 

m=U ^ </=0 <3f=l "^ 

Die Summen sind hier wie früher nur über gleichartige m und q 
auszudehnen, und für m = hat man die Hälfte der rechten Seite 
zu nehmen. 

Den Werth dieser Grössen kennt man für r = r, indem dann 
Z* = r" sein muss, wenn wieder F" das w*® Glied der Entwickelung 
von f{6, ifi) in eine Beihe von Functionen der Gattung P darstellt. 
Man wird sogleich sehen, dass dadurch die y und d bestimmt, also 
der Ausdruck (2ö) für Z« und der für Z« bekannt ist. 

Es wnrde schon mehrere Male das Doppelintegral aufgeftdirt, 
welches den Ausdruck von F" durch fidytfi) giebt; man kennt auch 
bereits die Entwickelung von F" nach den Eugelfunctionen der 
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beiden VeräDderlichen ö, ip. Wir können deshalb diese Formel 
hier ohne Weiteres anwenden , bezeichnen deshalb durch «« und 
ßtn gewisse bekannte Werthe, und setzen F", je nachdem man Z« 
oder Z4 behandeln will in die Form • 

F"='!s'(~irtmPm(cosÖ)(a«cosmV;+^^sinmV/), 

m=0 



mz=n 



F" = -T Pm(cosö)(ainCOsmi/;+/9«sinm?/;); 

für »1 = mag auch in diesen rechts die Hälfte genommen wer- 
den. Die Zusammenstellung von F und Z zeigt; dass man^ um 
Za zu bestimmen^ die y und d aus den Gleichungen 

(26) ... '^£r,W^{x) = a„„ 

!?\<(r) = /?« 

aufzusuchen hat, in welchen m der Reihe nach alle Werthe von 
bis n erhält, und in denen die rechten Seiten a und ß, so wie die 
Coefficienten W und to der Unbekannten y und 3 bekannt sind. 
Da die q niar solche Werthe erhalten, welche dem jedesmaligen m 
gleichartig sind, so zerfallt jedes der beiden Systeme linearer Glei- 
chungen in je zwei gesonderte; sind die y und d gefunden, so setzt 
man sie in (25) ein, und hat so Za ermittelt. Für Z« sind die 
linearen Gleichungen aufzulösen, welche aus den Systemen (26) 
sich nach Vertauschung von W und «r mit U und u ergeben. 

<l^Es könnte hierbei ein Bedenken entstehen, ob nämlich die 
Gleichungen, für jedes gegebene System von Werthen a und ß, 
Werthe und bestimmte Werthe y und S verschaffen? Dieses Be- 
denken wird durch den folgenden Paragraphen gehoben, indem 
aus der dort zu gebenden Form der Lösung und der Behandelung 
des Problems daselbst leicht folgt, dass jedem für die Punkte der 
Oberfläche willkührlich angenommenen Potential ein und nur ein 
für alle Punkte gültiges Potential F« und V^ entspricht. Man kann 
aber auch den Nachweis, dass die Lösung der Gleichungen mög- 
lich und bestimmt ist, direct führen. 

Wir geben den Nachweis für ein beliebig gewähltes System, 
für das nämlich mit Coefficienten U, welches sich also auf F» be- 
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zieht. Dieses System ist bekanntlich ein unbestimmtes resp. un- 
mögliches oder ein bestimmtes, je nachdem das System, welches aus 

(a) ... '^2).gU^(x) = 

für m ;=:0; 1, 2; • • . I» gewonnen wird, bestehen kann oder nicht 
bestehen kann, ohne dass alle X gleich Null sind. Wir zeigen, 
dass die Gleichungen (a) das Verschwinden aller l erfordern. Es 
folgt nämlich aus (a), wenn man die m*^ Gleichung mit cosma 
multiplicirt und dann von m == bis m = n summirt, endlich (15) 
berücksichtigt, 

(b) ... S Xql B^'coÄqtid?] = 

wenn B den Werth (13) vorstellt, in dem man nur r, mit r ver- 
tauscht hat, und zwar muss (6) für alle a und das fest bestimmte r 
erfüllt sein. 

Man mache 

cosa= : , sma = — '^ '^ 



fi^c'--b' iiic'-b^' 

und findet dass auch 

für alle fJt, freilich bei festgehaltenem r gleich Null wird, was aber 
nur möglich ist wenn es für beliebige r identisch verschwindet. In 
der That lässt sich dieser Ausdruck in Lam^'sche Producte 

5x«£"(^)£"(r) 

m 

umsetzen, die alle zu demselben n gehören; soll eine solche Keihe 
für alle fi verschwinden so ist sie (§. 86) identisch, also für jedes 
r Null. Dasselbe gilt nun für den Ausdruck oben, welcher die X 
enthält; verschwindet aber, nach Bezeichnung des §. 77, c 

für Alle jtc und r, so weiss man dass alle X gleich sind; was zu 
beweisen war. 

Anmerk. 1. Kann man die Gleichungen (26), oder die ent- 
sprechenden, U und u enthaltenden für den Fall lösen dass sämmt- 
liche a gleich 1 sind, so wird die Bestimmung von V^ resp. V^ 
wesentlich erleichtert. 



§. 22, 26. Dreiachsiges EUipsolcl. S69 

Anmerk. 2. Man weiss, das V der Diflterentialgleichung 
/fV=0 genügt. Macht man die y und S aller Z gleich Null bis 
auf die eines einzigen Z^, utid in diesem wieder sämmtliche y und 
d bis auf ein einziges y^ oder dg welches dann gleich 1 gesetzt 
werden soll, so folgt dass particuläre Integrale der Glei- 
chung J^V==0, aus welchen F zusammengesetzt ist, folgende 
Ausdrücke sind: 

^Fbl />: (cos d) W^ (r) cos mifj , 

"ÜS" V; (cos Ö) r^"* (r) cos wi V, 

denen man noch zwei hinzuzufügen hat, welche aus ihnen durch 
gleichzeitige Vertauschung von cosm^ mit sinmt/;, und von W mit 
fo, resp. von U mit u entstehen. 

§. 22. Die Aufgabe des vorigen Paragraphen soll nun durch 
die Methode, welche im §. 12 angewandt wurde, gelöst werden^ 
d. h. durch die Integration der Gleichung ^'F=0, mit Hinzu- 
fügung der Bedingung dass F=^(Ö,t/;) auf einer gegebenen ellipsoidi- 
sehen Fläche wird, welche die halben Achsen r, ']/x^—b*, |^t*— c® 
besitzt. Es treten ausserdem noch Bedingungen hinzu, die sich 

darauf beziehen, dass gewisse Grössen endlich bleiben« Wir heben 

dV 

hervor, dass F« = für r = oo, und dass F^, -^-^, etc. für alle 

Punkte im Inneren des Ellipsoides endlich bleiben. 

Man fuhrt, wie am Anfange dieses Kapitels, für die recht- 
winkligen Coordinaten x, y, « die drei Veränderlichen r, Ö, 'kp ein; 
für den Buchstaben r soll aber g benutzt werden, damit früher 
entwickelte Formeln, welche sich auf die La m^ 'sehen Functionen 
beziehen, hier unmittelbar verwendet werden können. Wir setzen 
nun (m. vergl. das 3'** Kapitel des zweiten Theiles §. 76 et seq.) 

6c 



smöcost^ = '"^ r-r^7 
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und machen ferner 

dann verwandelt sich die Crleichung //'F=P in 

(27) ... (^'-»')|^ + (p'-v',^+(e'-^')|^ = 0. 

Ferner entwickele man V nach den Functionen^ welche zur Oattung 
der P in Bezug auf 6 und ^ gehören, so dass 

(28) ... F="f*Z" 

11=0 

ist; WO also Z^ der DifFerentialgleichung genügt 

(29)--- ^ äd + ^i^-ä;p- + «("+^)^ =^- 

Führt man in diese die neuen Coor^ipaten fi und v statt ^ und V' 
elu; so gebt sie in 

(30) ... ^'+^+«(«+i)(,i'-*')r = o 

über; setzt man für V seinen Werth in (?7) ein und reducirt durch 
(30), so entsteht demnach, nachdem man durch f*'— v' getheilt hat, 

eine Gleichung, welche auch bestehen muss, wenn das Summen- 
zeichen fortbleibt. In der That zerfällt der Ausdruck unter dem 
Summenzeichen, der il heisse, in B-\-Cf wenn 

c=^+«(«4-i)^'r 

gesetzt wird. B, welches nur Z^ pultiplicirt mit Constanten und 
differentiirt nach solchen i^ Bcizng auf f und ^ enthält {g und |), 
bleibt daher eine Function ^&c Gattung P** in Bezug auf d, f/ß; 
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ebenso C. Denn Z\ weil ea von der Gattung P" war, hat die Form 

wo die g Constante vorstellen, und jede Function dieser Form ist 
von jener G^^ttuag. Es verwandelt sicli daher C in 

nnd nach p. 212, 56 in 

behält daher dieselbe Form. Hieraus folgt, dass auch A von der 
Gattung P" ist, dass also die Summe der A nicht verschwinden 
kann, ohne dass jedes A selbst Null wird. Es genügt also Z" auch 
der Gleichung 

SO dass jedes Z dieselbe Differentialgleichung in Bezug auf q und 

lA wie in Bezug auf v und fi erfüllt. 

Um die Form von Z in Bezug auf q^ ii, v zugleich zu ent- 

decken, setze man 

Zr = 2g'E'{^i)E''{v), 

S 

WO g noch von q abhängt, in (a) ein, und findet 

^r{v)[E^{[i)^+9^^^+n(n^l){(i^-Q'')fr{li)\ = 0. 
Setzt man wieder nach (56) 



^-l^+nin+l),i'E'(fi) = (b'+c*)B'E'{fi), 

SO verwandelt sich der vorstehende Ausdruck in. 

Sr (^)E'{V) [^ + ((6H c^ß' ~n{n-}^ 1) p») j,'] = ; 

di^ in eckigen Parenthesen bfifindliche Grösse, sie sei A'* , enthält 
kein fi und v, und muss für jedes s verschwinden, indem (p. 225) 

2A'E'{fA)E'{v) 

nicht fUr alle fi und v gleich Null sein kann, ohne dass A Air sich 
gleich Null ist. Es genügt also g^ der Gleichung 

^'+ [(6'+c*>5'~«(«+l)(.']«?* = 0, 

24* 
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derselben; welche darch £(^) und F{g) vollBtändlg integrirt wurde. 
Bezeichnen h und k willkürliche rein numerische ConstantC; so ist 
folglich die allgemeinste Form von Z 

(6) ... z- = i?VE*(p)+rr(e))r(/i)r(r). 

«=0 

Die weitere Bestimmung der h und k erfordert die Entwicke- 
lung unserer gegebenen Function f{d, tff) nach den E selbst Um 
diese zu erhalten^ setze man, wie p. 324, 

wo F" bekannt und gleich 

(I 

ist. Man zerlege nun f in acht Theile^ welche denen des §.88 
entsprechen; zuerst zertheilt man es in zwei 

2 "^ 2 ' 

von denen der erste durch Vertauschung von d mit n — weder 

Werth noch Zeichen ; der zweite nur das Zeichen ändert. Bei 

der Entwickelung nach Kugelfunctionen zweier Veränderlichen 

Pm(cos0)cosm^ und Pm(cos(?)sinm^ liefert daher der erste die 

Glieder mit geradem n — wi, der zweite mit ungeradem « — m. 

Jeden Theil X(d,ifj) zertheile man weiter in 

X(0y^)+X(0,2n—tff) , X{0,nj)—X(0,2n—tlj) 
2 + 2 ' 

von denen bei der Entwickelung der erste nur die Glieder giebt, 
welche die Cosinus der Vielfachen von ifß, der zweite nur solche^ 
welche die Sinus enthalten. Jeden von diesen Theilen 0(0, tp) 
zerlege man in 

fl>(0,yj)+0(0,tp+n) , O(0,\ti) — 0(0,^^+71) 
2 "^ 2 ' 

der erste Ausdruck enthält nur Glieder mit geraden , der zweite 
nur mit ungeraden Vielfachen von tf/. Diese acht Theile bezeich- 
nen wir durch 

Xo9 Xl 9 Xtf Xi } 

X% X\ X\ %\ 
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und zwar sollen die x mit unterem Index einem geraden, mit obe- 
rem einem ungeraden n entsprechen ; ferner mag Xo und x^ die C^ 
(cf. p.228) verschaffen; Xt "öd x^ die C„; Xt «nd x^ die Suj Xs und 
X^ die S^. Dann lässt sich ¥" durch die Summe von vier Theilen 
ausdrücken ; von denen jeder durch 



7« n 



2(2«+ 1) r^ f^ 

^ / J dO.f^xndJ X{0,.%)r{cosr)dip, 

dargestellt wird, wenn x der Reihe nach, bei geradem n alle un- 
teren, bei ungeradem n alle oberen Indices 0, 1, 2, 3 erhält. 

Führt man nun für 6 und yj die elliptischen Coordinaten (i 
und V, für ^^ und yß^ entsprechend fji^ und v^ ein, bezeichnet das 
so transformirte xi^yV^) fe^'uer durch ;|f[tt, v] und benutzt §. 91, so 
entsteht (2a =n oder « — 1) 

r = ^2'aK\fi)K\v) --* 2'~VL*(^c)r (v) 






- 2 c'M\fi)M'(v-)+£ g'N\fi)N'(y), 

x=l .s=l 

wenn die a, b, r, g bekannte numerische Constante vorstellen, näm- 
lich für ein gerades n 

u 

c' = 8 etc., 9^ = S etc., 
für ein ungerades n aber die Ausdrücke, welche aus den vorste- 
henden durch Vertauschung der unteren Indices von x niit den 
oberen entstehen. Eine Summe, wie die welche F" bildet, soll ab- 
gekürzt durch das selbstverständliche Zeichen 

dargestellt werden. 

Von dieser Stelle an theilen wir djc Aufgabe, und betrachten 

1) Va. Da Va für g = oo verschwinden muss, so hat man in 

(6) alle h gleich Null zu setzen, und es reducirt sich dadurch Za auf 
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Hier sind die k vollständig durch die Bedingung bestimmt^ dass für 
p = r sich Z in Y verwandeln soll, und man findet die Lösung un- 
serer Aufgabe, indem man zu (28) die Gleichung 

(31)... Z: = S±a'E'(fi)E\v& 

s F (r) 

hinzufügt. 

2) Wir betrachten F*. Nach der auf p. 327 erwähnten Methode 
von Neumann lässt sich hier das Entsprechende zeigen, dass näm- 

■ 

lieh in dem Ausdrucke (fe) für Z*^ alle k versehwinden müssen. 
Hierbei legt man eine bekannte Eigenschaft der elliptischen Coor- 
dinaten zu Grunde: geht man von dem Punkte {ßj^^y)) welcher P 
heisse; zu den drei benachbarten 

über, so stehen die Linien P, P; P^P; P3P; in P senkrecht auf 
einander. Man zeigt dies, wie das Entsprechende im §. 12. Sind 
hier dn, do, dp die unendlich kldnen Längen in diesen Bich- 
tungen, so wird dn auf dieselbe Art wie an der bezeichneten Stelle 
gefunden; fügt man zur Vollständigkeit noch do und dp hinzu, so 
hat man 



dn 



=*vi 



-^')(e'-0 



fr') («•*-«') 



und zeigt, dass in dem Ausdrucke (ö) für Z* alle k verschwinden 

i^V SZ 

müssen, wenn -^c— also -tj— überall endlich bleiben soll. Ist dies ein- 

dn dn 

mal festgestellt, so ergicbt sich die Bestimmung der hy ähnlich wie 

im Falle ad 1, indem man Q = t setzt; man findet 

(32)... Z: = i:±a'E'(fi)ir(v)%^ß}, 

* E (r) 

und hat demnach zwei verschiedene Formen der Lösungen unserer 
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Aufgabe: die eine wird durcti (31) und (32), die zweite durch (25), 
(25,«) und (26) geliefert. 

Die Differeiitialgleichung /fV= Iiätte sich übri- 
gens so lösen lassen, dass man sogleich auf die erste 
Form, die des §. 21^ kommt; lüan folgt dazu, uin nur den Fall 
von F» zu erörtern, dem ersten Wege bis zu der Stelle, an wel- 
cher man findet, dass Z" gleich 

i;h'EUQ)E'(fi)E'(v) 

wird, und schliesst daraus: 

1) Z* als zur Klasse der P" gehörig, muss von der Form sein 

2 pM(co80)(a„,oosii»i^-f /^Msinffiy;), 

wo a und ß nur Q enthalten können, oder, in (a und v umgesetzt, 
von der Form 

Z"* =Ta^C«[^, v] + ß^S[iA, v\. 

2) Es ist symmetrisch nach Q und v. 

3) Es verwandelt sich Z* attsseHem für p = r in die gegebene 
Function F* (die man sich in der Gestalt denken mag, in welcher 
sie inl §. 21 angewandt wurde, d. h. ausgedrückt durch d und tfi). 
Hierdurch ist Z vollkommen bestimmt. 

Nun integrirt man die DiflFerentialgleichung für Z*, nicht durch 
Einführung der E sondern durch einen Ausdruck von der obigen 
Form. Es ist offenbar JP"(cosyj) eine Function, welche den Bedin- 
gungen ad (1) und (2) entspricht, wenn 

cos^i = cosöcosö, +8inÖ8in^, cos(t/; — xf)^) 
gesetzt wird, und man für ö, \p die Coordinaten ft, v, so wie für ö, , xp^ 
durch Gleichungen derselben Form fi^^ q einführt. Bezeichnet <l>(fi|) 
eine Function von jü, mit(2n + l) willkürlichen Constanten, so ist also 

0(^JP^(cosyJrfM,, 

das integral zwischen willkürlichen Grenzen genommen,^ eine Func- 
tion die (1) und (2) gentigt und 2n*f 1 Constante enthält. Kann 
man letztere so bestimmen, dass für (» =:= r das Integral sich in den 
gegebenen Werth F" verwandelt, so ist es das gesuchte Z^. Nur 



ß 



r = 
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zum Durchgange wurden für 0y xp die Grössen fi, v eingeführt; wir 
lassen die ursprünglichen Grössen im weiteren Verlaufe imgeändert, 
was bequemer ist^ da F" als Function von und xp direct gefun- 
den wird^ nämlich 

^^f"de, sin d.f'^Hfi, , .ft ) P" (C08 y) dtp. , 

U 

während cosy^ sich in 

COSV, =C08g^P^ + 3ingc0Stft ''^' ,_L :rr— — + 8mgsm»p- f^' ^ ^ 

verwandelt. Man kann nun die Function so bestimmen^ dass 
das Integral sich wirklich in F* verwandelt, und findet so genau 
die durch (25; a) gegebene Form der Lösung wieder. Um diese Arbeit 
nicht zu weit auszudehnen; übergehen wir die Einzelheiten; da ein 
neues Besultat sich nicht ergiebt; und verweisen auf des Verf. Ar- 
beit im 29**®" Bande des Grelle' sehen Journals; §. 6. 

Anmerk. Wie in der zweiten Anmerkung des §. 21 weist 
man nach; dass jedes Product 

E((i)E(v)E(Q); E(fi) E(v) F{Q) , 
für sich der Gleichung J'F=0 genügt. Hier lässt sich dasselbe 
übrigens sofort durch wirkliches Einsetzen desselben in (27) be- 
weisen; wenn man durch (56), wie am Anfange des laufenden Pa- 
ragraphen reducirt. 

§. 23. Es bleibt noch übrig, eine Entwickelung für BT durch 
eine Methode zu finden, welche der des §. 13 entspricht^ welche 
also die Lösungen der Diflferentialgleichung J^V = zu Grunde 
legt: sie wird in einer von der ursprünglichen des §.17 verschiede- 
nen Form auftreten, indem wir die Differentialgleichung durch die E 
und jF integriren. 

Es seieti die Coordinaten der beiden Punkte x, y, z; oc^y y^, z^ 
durch g, fi, v; q^, fi^, r, ausgedrückt und Q^ < p: alle Grössen, 
welche sich auf ()i > /t^i > Vj beziehen, wie schon bezeichnete auf q, (ly v 
erhalten dieselben Buchstaben und werden nur noch mit Indices 
versehen. Setzt man BT =;= T, und wie im §. 17, 
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so wird F", weil es ein Potential, wlo K*, des Punktes x^, y^, ss, 
ist; die Form haben 

(a) ... i:u'E\Q,)E'i(i,)E\v,), 

wenn u nur g, fi, v enthält. Aber Ä' wird gleich 

— 2(p(>jCOsöcosö, 4"V'p'-~*'ypf~*'8inösinÖ4COSt^co8V;j 

+ ig^—c^ ig] — o'sin ösin 0^ sin t^ sin t/', ) , 
wenn der Kürze halber 6, O^y %p und t/;, neben jU, v, fi^ und v^ 
beibehalten werden; also ist T symmetrisch in Bezug auf je zwei 
Grössen p, Q^ ; fi, (i^ ; v, Vj ; die Entwickelung bevorzugt einige von 
diesen Grössen, so dass in Y die Symmetrie aufliören kann. 

Würde man T als Function von Pj , jti, , v, immer Qi<.g vor- 
ausgesetzt, in eine Reihe entwickelt haben, so hätte man als Form 
des »••*" Gliedes durch dieselben Schlüsse, welche (a) geben, auch 

(b)... 2e'r<e.)E'(^,)£*(v) 

gefunden, wenn t> kein (», , fi^^ v enthält; da aber die ReibeD, deren 
n** Glieder (a) und (6) vorstellen, einander gleich sind, und beide 
nach den Producten E((>,)£(f*J fortschreiten so sind die Reihen 
identisch^ also m£(v,) = t>E{y) oder u von der Form f«>.£(v), wenn 
v> nur Q und fi enthalten kann. Daraus ergiebt sich für F", wenn man 
in Bezug auf den oberen Index s summirt, welcher der Kürze hal- 
ber fortbleibt, die Form 

SwE{Q,)E{(.,)E{y,)E{v), 
und in ähnlicher Weise durch Vertauschung von /i^ mit fi: 

Y-' = £kEiQ,)E(i,,)Eiv,)E(^)E(v), 
wenn X nur noch g enthalten kann. Wie dies eingeht, kann man 
nicht durch einfache Vertanschung von q und p^ erfahren, da die 
Betrachtungen wesentlicli voraussetzten, dass q^ kleiner als q sei. 
Man weiss aber, dass V auch in eine Reihe entwickelbar ist, deren 
«*" Glied die Form hat 

V = 2kE(^)E(v)F(Q), 
wo k kein ft, v, q also nur die Buchstaben mit Indices erhält. Da 

N I» 

sein sollte, und tj und ¥ beide nach Producten E(^)E(v) fort- 
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schreiten, eo sind die Reihen identisch; oder 

AE(ft)Ef^.) = ÄF(e), 
also encilich X = cf{^), w«nrt c eine rein nuMeriscbe Constonte 
bedeutet. Man hat also 

— = £¥* 
R n ' 

y = 'Td'E'(fi,)E\v,)E'(Q,)E'{ti)E\v)r{Q). 

Um schliesslich die numerischen Constanten c zu bestimmen, 
multiplicire man beide Seiten mit g, setze Q^ = ag wo a <il, und 
und p = oo . Dann wird 

^ yl--2aco8y4-a' « 
ferner nach p. 214 und 239 für p = oo und p^ = oo 

und hieraus 

Vergleicht man hiermit den Werth von -5- für p~«>, so mus^ 

das gefundene 7" gleich a*P"(co8y) sein, so dass nach (59) sich 

ergiebt 

c^ = +47r, 

wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem das 

betreffehde E der ersten und vierten Klasse (+), oder der ziC'eiten 

und dritten (— ) angehört. Man findet hieraus schliesslich als n'** 

Glied der Entwickelung von -^ für jedes ß, welches grösser als 
Qi ist: 

(33) ... r=^ ^f^'T±B'(f€,)E\fi)E'(v,)E'(w)E'(e,)F\e). 

An merk. Die Anmerkung p. 321 weist auf einfache For- 
meln hin, die man dort für besondere Werthe der Coordinaten aus 
der allgemeinen Entwickehmg von Ä"" erhielt; man fäna aus der- 
selben im speciellen Falle die Reihe für (y — xy , welche im Laufe 
der Untersiichungen häufig benutzt war. Machte mäti hier 0i=^C, 
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fi^=zCy V|=fe, SO vereinfacht sich einerseits R zu 
andererseits Y" in (33) zu 

r = 8 2>'Ä''(^)r(»)F'(e), 

wenn zur Abkürzung 

nK\b)K\c) = 2«/* 

gesetat wird. Mit Hülfe des §. 88 findet man hieraus fftr eine 
Function F% welche zu demselben n gehört, wie die unter dem 
Integrale befindlichen K^ 



yp«+^«+y«__fc«_ 



6 

also ein Integral fllr die Function jP, welches dem von Neumann 
für die gegebenen entspricht. Für diejenigen F, welobe aus den 
L, M, N entspringen, lassen sich ähnliche Formeln aufBtellen. 

§. 24. DsB Fundament zur Behandlung der Aufgaben dieses 
Kapitels ist von Lamd gelegt, welcher nach Einführung der 
Functionen E im 4'*** Bande des Liouville'schen Journals (1839) 
die erste hierhergehörige Aufgabe, die des §.22, welche sich auf 
das Potential des inneren Punktes K» bezieht, nach der in jenem 
Paragraphen durchgeführten Methode löste. Lam^ kleidet die 
Aufgabe allerdings in ein anderes Gewand, indem er den Zustand 
des Gleichgewichtes der Wärme in einem Ellipsoide untersucht, 
dessen Oberfläche in einer gegebenen, von der Zeit unabhängigen 
Temperatur [/*(Ö, \fi)] erhalten wird , und giebt so dem mathemati« 
sehen Problome, welches [Anwend. II, §. 5] dasselbe für beide Fra- 
gen bleibt, auch diejenige Form, welche am meisten in einer Zeit 
interessirte, in welcher das Werk von Fourier*) über die Wärme- 
theorie, gefolgt von Poisson's Arbeit**) über denselben Gegen- 
stand eine grössere Zahl der Mathematiker beschäftigte. 



*) Thf^orio analytiquo de la chaleur. Paris, chez Firmin Didot, pere et fils; 
1822. 

**) Theorie math^matiqite de la chalem*. Paris , Bacholicr; 1835. 
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Die Arbeit von Lamd inussto, ganz abgesehen von der Aus- 
fuhrung, durch das Resultat die Aufmerksamkeit der Gelehrten auf 
sich ziehen; eine ganze Gattung von Untersuchungen, welche 
Laplace in der M^canique c^l^ste für Kugeln oder Körper, welche 
nahe kugelförmig sind, geführt hatte, Hess nun eine Uebertragung 
auf Körper von compHcirterer Gestalt, auf EUipsoide zu. Dies 
Werk bezeichnet daher einen wichtigen Abschnitt in der Theorie 
der Wärme und der Anziehung. 

Liouvillc und der Verfasser haben in verschiedenen Ab- 
handlungen Lam^'s Theorie weiter auszuführen versucht. 

Beide haben fast zu gleicher Zeit (M. vergl. die Note des 
§.90), Liouvillc im 20^*^" Bande der Comptes rendus, der Verf. 
im 29**®" Bande des Grelle' sehen Journals (1845) die Aufgabe für 
das Potential des äusseren Punktes F« durch die Formeln (28) und 
(31) gelöst. 

Die Entwickelung von -^ durch die Gleichung (33) scheint 

allerdings hier zum ersten Male ausdrücklich aufzutreten; sie ist 
aber im Wesentlichen schon von Liouvillc in dem 20**®" Bande 
der Gomptes rendus (im Liouville'schen Journale Bd. X,S. 225 
et seq.; ich citire diese Stelle, da das Liouvillc 'sehe Journal in 
Deutschland verbreiteter zu sein scheint als die Comptes rendus) 
und im 11*^" Bande des Liouville'schen Journals S. 269 et seq. 
enthalten, so dass man sie als von Liouvillc herstammend be- 
zeichnen kann. 

Zu gleicher Zeit haben ferner Liouvillc und der Verf. 
(Liouvillc Journal d. M. X, 223; Grelle Journal f. M. XXIX, 185) 
die von Lam^ behandelte Aufgabe (für F,) noch einmal untersucht. 
Die Iiöchst elegante Form der Lösung, welche von Lam^ herrührt, 
gestattet die wirkliche Ermittelung des Endresultats nur in den 
allereinfachsteh Fällen, selbst nicht mehr, wenn die gegebene 
Function f(ßy%fi) eine ganze Function von cosö, sinöcosi/;, sinösint/; 
wird, welche den siebenten Grad übersteigt, indem zur Bildung der 
erforderlichen E dann schon die Auflösung einer GleichuDg vom 
fünften oder von höherem Grade nöthig ist. Nachdem der Verf. 
bereits im 26^*^" Bande des Crelle'achcn Journals bei Behandlung 
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der Rotationsellipsoide eine schärfere Sonderung der einzelnen par- 
ticuläi*en Integrale hatte eintreten lassen, indem er alle diejenigen 
gemeinsam betrachtete, welche zu derselben Function von der 
Gattung P* gehören, wobei sich herausstellte, dass das Glied Z* 
der Entwickelung von V sich für die Oberfläche in F", d. h. in 
das entsprechende Glied aus der Entwickelung von f(0,%py ver- 
wandeln müsse: gingen an den erwähnten Stellen Liouville und 
der Verf. von dieser Betrachtung aus; und fragten nach dem Theilfe 
der Lösung, welcher sich an der Oberfläche auf ein bestimmtes F" 
reduciren muss. Liouville sagt hierüber in der betreffenden kurzen 
Notiz nur, es sei leicht zu sehen, dass man ein Polynom F* vom 
Grade n nach x, y, ä finden kann, welches so beschaffen ist, dass 
es der Gleichung J* F* genügt, und sich fllr die Oberfläche auf F* 
reducirt. Dieses F" denkt er sich in eine Function der rechtwinkligen 
Coordinaten an der Oberfläche umgesetzt; eine systematische Me- 
thode diese Operationen vorzunehmen, so wie den Beweis der Be- 
hauptung hat Liouville nicht mitgetheilt. In der gleichzeitigen 
Arbeit des Verf. , über welche hier am Schlüsse des §. 22 gehan- 
delt wurde, ist der Punkt nicht hervorgehoben, dass Z" eine ganze 
Function n*^" Grades von x, y, z sei, aber das, worauf Liouville 
hindeutet, bereits ausgeführt, indem die Lösung aus particulären 
Integralen von der Form 

wirklich zusammengesetzt, und dadurch das fertige Besultat in der 
Gestalt (25, a) gefunden wird. Diese zweite Form der Lösung 
zeigt nun, dass die Wurzeln der höheren Gleichungen im End- 
resultate nicht mehr vorkommen, und zwar, wie man aus den Un- 
tersuchungen des Kap. IV im zweiten Theile erkennt, weil im Re- 
sultate nur symmetrische Verbindungen der Wurzeln jener Glei- 
chungen auftreten; sie macht es möglich, bei gegebener Entwickelung 
von f^Oftfi) jedesmal genau das w*® Glied Z" aufzufinden, wenn n 
als bestimmte Zahl gedacht wird: bleibt n allgemein ^ so hat man 
allerdings die Lösungen eines Systemes von linearen Gleichungen 
durch Determinanten einzuführen. 
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Dieselbe Methode lässt sich auch zur Beatimmung von F« an- 
wenden, wobei natürlich der Umstand, von dem Liouville aus- 
ging, dass die particuläre Lösung eine ganze Function von x, y, z 
Bei, nicht mehr zum Ausgangspunkte dienen kann, sondern oben 
in (a) die Function P" mit 0" vertauscht werden muss. Als der 
Verf. die betreffende Aufgabe gelöst hatte, scliien es ihm zweck- 
mässig, die Besultate auf eine neue Art abzuleiten, indem er die 
Entwickelung der Grösse Ä""* in der Form (12) und (16) ebenso 
zu Grunde legte, wie es hier §. 21 geschah. Diese Darstellung 
von R" durch eine Beihe, so wie die Anwendung auf Bestimmung 
des Potentials ei*schien im Auszuge mit einem erläuternden Bei- 
spiele versehen, welches die Ausführung der Rechnung für ein 
homogenes EUipsoid mittheilt, im 42*'^" Bande des Crelle'schen 
Journals, während hier zum ersten Male (§.17^21) die Methode 
vollständig entwickelt wurde. 






Ut 



